Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 






r\ 




f 



' *■ .- 



r*,5-', 



r 



' " 


















K 






i 



LA 



GÉOMÉTRIE DU MOUVEMENT. 



EXPOSÉ SYNTHETIQUE. 






D' Arthur SCHOENFLIES, 

LA ' 

GÉOMÉTRIE DU MOUVEMENT 

EXPOSÉ SYNTHÉTIQUE 

TRADUIT DE L'ALLEMAND 



Gb. 8PEGKEL, 

Capitaine dn GéaU. 



EDITION BEVUE ET I 



NOTIONS GKOHETRIQUES SDR LES COHPLEXES ET LES GDlVfiREENCES DE DROITES, 



G. FOUBET, 

ir ilailmlulon e l'École PalilHbdlq 



PARIS, 
GAUTUIER-VILLARS ET FILS, IMPRIMEURS-LIBRAIRES 

DU BUREAU DES LONGITUDES, DE l'ÉGOLE P0L1TECII?II<} 

Quai des Grands-Augusttns, 55. 



PRÉFACE. 



La Géométrie du mouK^ement, appelée aussi Géométrie ciné- 
matique, n'a pas été, jusqu'ici, exposée dans son ensemble. 
Dans cet Ouvrage, je me suis proposé de faire une telle 
exposition et de compléter l"a Science en quelques points 
importants, je crois. 

Les recherches modernes qui ont trait à la Géométrie 
du mouvement ont, en général, comme point de départ les 
notions de vitesse et d'accélération. Ce n'est pas là pourtant 
qu'il faut chercher la source de résultats purement géomé- 
triques, car la nature et les propriétés des formes géomé- 
triques engendrées par le déplacement ne dépendent pas de 
la vitesse plus ou moins grande avec laquelle se fait le dépla- 
cement, mais uniquement de la loi géométrique de ce mou- 
vement, c'est-à-dire de la succession des positions occupées 
par le corps mobile. 

A ce point de vue, la Géométrie du mouvement apparaît 
comme une branche de la Géométrie synthétique. Chasles et 
Mannheim^ les fondateurs de cette Science (*), ont été con- 
duits par cette même idée. On la rencontre aussi dans l'ou- 
vrage de Schell, Théorie der Bewegung und der Kràfte, et je 
me plais à reconnaître que c'est précisément cet ouvrage qui 
fît germer en moi l'idée d'exposer la Géométrie du mouve- 
ment d'une manière purement géométrique. 

Les procédés de démonstration ont été fournis en première 

(') Les travaux de Chasles et Mannheim ont une importance considé- 
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ligne par les théorèmes élémentaires de la Géométrie syn- 
thétique, d'autre part par la considération simultanée des 
deux mouvements d'un corps 2 par rapport à un corps U, et 
de 2' par rapport à 2. Je considère ce dernier point de vue 
comme facilitant beaucoup l'exposition des matières étu- 
diées et comme contribuant à la clarté de l'ensemble. 

L'Ouvrage qui est soumis au lecteur n'a pas la prétention 
de traiter d'une manière définitive de l'ensemble de la Géo- 
métrie du mouvement. Je me suis limité à une partie, la plus 
importante, celle qui a rapport au déplacement de systèmes 
invariables, lorsque chaque point décrit une courbe. Pour les 
autres mouvements, on n'a fait qu'établir les théorèmes prin- 
cipaux. 

Les exemples servent à l'illustration de la théorie et n'oni 
pas pour but de donner une exposition complète de certains 
mécanismes. 

On s'était proposé d'abord d'ajouter à la traduction fran- 
çaise un aperçu complet des travaux récents sur le terrain de 
la Géométrie cinématique. 

Malheureusement le cadre primitif de l'Ouvrage n'a pas 
permis de lui donner une pareille extension, et l'on a dû se 
borner à y admettre les résultats qui sont en relation directe 
avec les sujets déjà traités. 



rable pour la Géométrie du mouvement. Il nous suffira d'y renvoyer une 
fois pour toutes. 

Comme particulièrement importants, il faut citer les travaux suivants 
de Chasles : 

i" Propriétés géométriques relatives au mouvement infiniment petit , etc. 
{Comptes rendus, t. XVI, p. 1^20 ); 

2° Propriétés relatives au déplacement fini^ etc. ( Comptes rendus, 
t. LI et LU); 

Kt les travaux de Manniieim : 

1° Étude sur le déplacement d'une figure de forme invariable {Jour- 
nal de l'École Polytechnique, XLIIP Cah., p. 57) ; 

2" Sur les surfaces trajectoires {Journal de Liouville, 3« èérie, t. I, 
p. 57); 

3« Cours de Géométrie descriptive de l'École Polytechnique. 



PRÉFACE. VII 

Cependant nous ne voulons pas manquer de citer au moins 
les travaux importants qui, dans celte traduction, n'ont pas 
été pris en considération ou qui ne Tout été qu'insuffi- 
samment. 

En ce qui concerne le mouvement plan, il faut mentionner 
quelques travaux récents sur la courbure des courbes po- 
laires et leurs développées {Zeitschr, f. Math., t. XXXIV), 
et les travaux deMehmke surTinfluence des points singuliers 
des courbes polaires sur la courbure, ainsi que les beaux 
théorèmes de Burmester et Rodenberg sur le déplacement 
de plusieurs systèmes Tun dans l'autre. ( Technische Blàtter, 
Prague, 1890. — ZeAtschr. des Architect, u, Ingenieurvereins, 
Hannover, 1890. — Zeitschr, f. Math, y 1892.) 

Pour le mouvement d'un corps dans l'espace, on citera sur- 
tout les travaux sur la polhodie et l'herpolhodie, de Hess 
{Math, Ann,, t. XXVIl) et de Sparre, Darboux, Mannheim 
(Comptes rendus^ t. XCIX-CII). 

Enfin, sur le terrain du déplacement dans l'espace, nous 
mentionnerons la théorie de l'hyperboloïde articulé ( Comptes 
rendus^ t. Cil) de Mannheim; la Thèse plusieurs fois citée de 
Thévenet (Paris, 1886) et quelques travaux de Mannheim sur 
les pinceaux de droites et les déplacements d'une droite dont 
le degré de liberté est le qualrième. 

Pour terminer, nous exprimons à M. le général Dewulf 
toute notre reconnaissance pour le soin avec lequel il a bien 
voulu suivre l'impression de la traduction de cet Ouvrage, 
que M. Speckel a consenti à entreprendre sur sa demande. 
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CHAPITRE I. 

MOUVEMENT D'UN SYSTÈME PLAN DANS SON PLAN. 



I. — Le centre de rotation. 

1. Soit un plan quelconque u', et o- une portion limitée d'un 
plan qui se déplace d'une façon quelconque dans o-'. Sup- 
posons que les limites de o- s'éloignent indéfiniment, nous ar- 
riverons à la conception d'un plan illimité o- se déplaçant dans 
un plan fixe et indéformable o-'. Conformément à l'usage éta- 
bli en Géométrie synthétique, nous appellerons le plan rj un 
système plan. Chacun de ses points A décrit une courbe située 
dans le plan a' et que nous appellerons la trajectoire de A. 

Nous désignerons les points et les droites du système o- par 
des lettres sans indices, aussi longtemps qu'il ne s'agira que 
de caractériser un point A ou une droite g déterminés du sys- 
tème sans faire intervenir leur position dans o-'. Par contre, 
les différentes positions que cr, A et ^ prendront dans a', au 
cours du mouvement, seront désignées par 

O"0î Ao, g^y 



O"!, Al, 
0*2 , A 2 ; 



gu 



g^^ 



• < 



S. 



2 CHAPITRE I. 

2. Soient maintenant A et B deux points de cr qui, pour deux 
positions successives et arbitraires de ce système, o-q et <ji, 
occupent dans or' des positions A©, B© et Ai, Bj. Si Cq est la 
première position d'un troisième point quelconque C de cr, 
sa position Ci sera déterminée par la condition que les 
triangles AqBoCo, AiBiC, soient égaux. Et il doit être pos- 
sible de transformer par un simple déplacement le triangle 
AoBqCo dans le triangle AiBiCi. Un seul point Ci satisfait à 
cette condition. Et comme ce qui vient d'être dit s'applique à 
tout point de o", il s'ensuit que : 

La position d'un système plan invariable qui se déplace dans 
son plan est complètement déterminée par la position de deux 
de ses points. 

Comme, dans le cours de cet Ouvrage, nous ne considérerons 
que des systèmes invariables, c'est-à-dire tels que la distance 
de deux points reste la même pendant tout le déplacement, 
nous omettrons à l'avenir de faire ressortir spécialement l'in- 
variabilité du système. 

Élevons en A'", milieu de AoA,, la perpendiculaire a"* sur 
cette droite, et en B'", milieu de BqB,, la perpendiculaire ô\ 

Fig. I 
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point de rencontre des droites 
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et 
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BoO. 
AoBo^ 
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Les triangles AqOBo, AjOBi sont donc égaux, et 

A(AoOAi)==:A(BoOBO. 

On voit donc que, par une rotation autour de 0, le point A© 
arrivera en Ai, en même temps que le point Bq viendra en 
Bi. Et comme la position de a est complètement déterminée 
par la position de ces deux points, on peut dire : 

Le déplacement dun système plan dans son plan peut être 
obtenu par une rotation du système autour d'un point fixe (*). 

On appellera ce point centre ou pôle de rotation. C'est le 
point réel commun aux systèmes congruents Uo et o-i. 

Ao Al sera la corde de A, et la perpendiculaire a"* élevée en 
son milieu sera le rayon normal du point A. 

Puisque, pour passer de la position a© à la position o^i, le 
système a tourne autour de 0, chacun de ses points C décrit 
un arc de cercle dont le centre est en 0. ç^ passe donc par 0, 
et il s'ensuit que : 

Les rayons normaux de tous les points du système passent 
par le centre de rotation. 

Il peut arriver comme cas particulier que les rayons nor- 
maux a^ et b"* soient parallèles. 
Alors leur point de rencontre est à ^'8* ^• 

rinfîni {fig^ 2). 

Les cordes AqAi, BqBi sont donc 
également parallèles, et comme 
AoBo = AiBi, elles sont égales 
entre elles. 

Si CoGi est la corde d'un autre 
point quelconque C de o", l'égalité 
des triangles AoBqCo, AiBiCi mon- 
tre que CoCi est aussi égale et parallèle à AoAi, et BqBi, 

(*) Ce théorème a d'abord été énoncé par Chasles {Bulletin des Sciences 
mathématiques de Férussac, t. XXIV, p. 821; i83o). Le Mémoire complet 
ne fut publié qu'en 1878 sous le titre : Mémoire de Géométrie sur la con- 
struction des normales à plusieurs courbes mécaniques {Bulletin de la 
Société mathématique de France, t. VI, p. 208). 
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c*esl-à-dîre que toutes les cordes des points de o* sont égales 
et parallèles entre elles. Il suffit donc d'une simple transla- 
tion qui est donnée en grandeur et en direction par AqAi ou 
BqBi pour faire passer le système u de <Jo en o"i. A moins d'une 
mention spéciale, ce cas sera toujours exclu par la suite. 

3. Considérons maintenant deux positions go et gi d'une 
droite g de a. L'intersection de go et g^ est la position de 
deux points distincts A et B de g, suivant qu'elle est consi- 
dérée comme faisant partie de ^o ou de gi : appelons-la Bo 
en tant que point de go; et Ai en tant que point de gi. Soient 



Fig. 3. 




Ao la position de A sur go, Bj celle de B sur gi. Comme 
AoBo=: A,Bi, les points milieux A,„ et B;„ sont les positions 
d'un même point de g que nous désignerons par Go et G, ; la 
ligne qui les joint sera g'" ; elle fait des angles égaux avec gç^ 
et ^1. 

Les cordes de tous les points de g enveloppent une para- 
bole qui a go^gug"^ pour tangentes. Les tangentes à une para- 
bole déterminent sur deux tangentes fixes des ponctuelles 
semblables; si donc C est un point choisi à volonté sur ^, sa 



MOUVEMENT d'uN SYSTÈME PLAN DANS SON PLAN. 5 

corde CoCi sera divisée en deux parties égales par ^'", c'est- 
à-dire que C'" est sur ^"^ Mais on a démontré que la perpen- 
diculaire abaissée de sur CoGi passe par C". Donc, toute 
corde peut être considérée comme Tun des côtés d'un angle 
droit dont Tautre côté passe par et dont le sommet est 
toujours sur g"^. On a donc le théorème : 

Les milieux des cordes de tous les points d'une droite g sont 
sur une droite g'"' qui fait des angles égaux avec g^ et g^. Les 
cordes elles-mêmes enveloppent une parabole dont le foyer est 
au centre de rotation, et dont la droite g"^ est la tangente au 
sommet. 

On appellera cette droite g^ la médiane de g. 

Projetons la corde CoCi sur ^"*. La projection de CqCi est 
égale à celle du contour CoBo Ci. Comme g^ et gi font des angles 
égaux avec ^'", les projections de CqBo et de C,Bi sont égales 
et de sens contraires. Donc la projection de toute corde est 
égale à celle de BqB,, ou égale àGoGi, c'est-à-dire que : 

Les projections des cordes de tous les points d'une droite sur 
la médiane sont constantes, et égales à la corde qui coïncide 
avec la médiane, 

4. Les théorèmes précédents font voir qu'à chaque point Ao 
correspond un point A'", et à chaque droite g^ une droite g"K 
Mais Tangle de ^0 et de ^"^ est égal à| A(GoOGi), c'est-à-dire 
qu'il est égal à la moitié de l'angle dont il faut faire tourner o- 
pour passer de la position o-q à la position œj. L'angle d'une 
droite avec sa médiane est donc constant. D'où il suit que 
deux droites gç^ et Aq se coupent toujours sous le même angle 
que leurs médianes g'"- et h^. 

Le système (Tq, et celui g"^ formé par les milieux des cordes, 
sont des systèmes semblables qui ont en commun le centre de 
rotation^ lequel se correspond à lui-même. 

5. Les résultats précédents sont indépendants des positions 
respectives de œq et a^. Si ces positions deviennent infiniment 
voisines, les théorèmes énoncés plus haut donnent naissance 
à des propositions applicables à chaque instant au mouvement 
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d'un système plan dans son plan. La corde Ao Ai devient la tan- 
gente à la trajectoire, et ay devient la normale. 
Donc : 

Lorsque un système plan se déplace d* une manière quelconque 
dans son plan, les normales aux trajectoires de tous les points 
passent à chaque instant par le même point. 

Le système exécute à Tinstant considéré une rotation infi- 
niment petite autour de ce point. On rappelle centre ou pôle 
instantané de rotation (*). 

Nous pouvons dire encore que : 

Les tangentes aux trajectoires de tous les points d'une droite 
g de G enveloppent à chaque instant une parabole qui a le 
centre instantané pour foyer, et la droite g pour tangente au 
sommet. 

6. Nous allons rattacher aux études précédentes, dans les- 
quelles on ne s'est occupé que des trajectoires des points, la 
recherche des enveloppes des droites et des courbes du sys- 
tème. 

Nous commencerons encore par supposer données des posi- 
tions (To, 0",, 0-2 du système. Conjointement, nous considérerons 
les systèmes semblables o-J*, o-J*, définis plus haut, o-"* sera le 
système formé par les milieux AJ* des cordes AqAi, (j^ celui 
des milieux de AiAj. Désignons par Oqi le centre de rota- 
lion de (To et c7i. Par la considération de ces systèmes, nous 
pourrons démontrer en toute rigueur les théorèmes qui se rap- 
portent au mouvement continu. 

La raison en est que les propriétés de aj*, a^ sont indépen- 
dantes des positions relatives de (To, o"i, o-j, et subsistent pour 
un déplacement infiniment petit de c. Comme à la limite aj* 



(*) C'est Bernoulli qui découvrit l'existence du centre instantané de ro- 
tation pour le mouvement le plus général d'un système plan dans son plan : 
De centra spontaneo rotationis {Opéra, t. IV, p. 265; 1742). 

Descartes avait déjà énoncé plus de cent ans auparavant ce théorème 
que : lorsqu'une courbe roule sur une autre, les normales aux trajec- 
toires de tous les points passent par le point de contact instantané 
{Œuvres de Descartes, édition Cousin, t. VII, p. 88; i638). 
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se confond avec Uo, on pourra déduire des propriétés inva- 
riables des systèmes o-^ et u^ des théorèmes applicables à c 
lui-même à chaque instant du mouvement. 

7. Soit encore ^o une droite de o-q et ^J* et gx les droites 
correspondantes de o-J* et o"i. Les points où g^ et ^j sont cou- 
pées par gf (I, 3) sont des points correspondants G©, Gi (voir 
fig. 3), et la perpendiculaire abaissée de Ooi sur ^J* passe par 
GJ*. La similitude des systèmes o-q, o"?*, o"i, nous montre que 
les perpendiculaires abaissées de Ooi sur^o et g^ coupent ces 
droites en Go et Gi, et que les trois perpendiculaires sont des 
droites homologues des trois systèmes. Ceci a lieu quelle que 
soit la position relative de gç^ et gx. Si le déplacement de o* 
devient infiniment petit, le point GJ* se confondra avec le 
point de contact instantané de la droite ^o et de Tenveloppe, 
et la perpendiculaire abaissée du centre de rotation sur ^J* 
devient la normale à Tenveloppe. Mais cette perpendiculaire 
passe toujours par GJ*, c'est-à-dire que la perpendiculaire 
abaissée du centre instantané de rotation sur une droite du 
système coupe celle-ci au point où elle touche son enveloppe 
à rinstant considéré. 

Le même théorème a lieu pour Tenveloppe d'une courbe 
quelconque K de o-. Soient [fig- 4) Ko et Ki ses positions dans 



Fig. 4. 




(To et 0-1, et soit KJ* la courbe correspondante de af. Par le 
centre de rotation, menons une normale p^ à KJ*, et soit g^ 
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Ja tangente à KJ* au point dinterseclion GJ*. Construisons 
les points et les droites correspondantes de (7© et a^. Alors ^o 
touchera la courbe Kq en Go, et^^, la courbe Kj en Gi. D'ail- 
leurs Go et G i sont les points d'intersection de g'^ avec go 
eigi. 

Les droites po eipi sont des normales à Ko et Ki en Go et G, 
et sontdonc perpendiculaires sur^o et ^i« Ceci a lieu quelle que 
soit la position relative des systèmes o"o et o"i et, par consé- 
quent, pour un déplacement infiniment petit. Si nous passons 
à la limite, g"^ deviendra la tangente à l'enveloppe de K, et 
GJ* sera le point de contact. Donc la normale à l'enveloppe de 
K passe par le centre instantané de rotation. 

Par suite, on a le théorème : 

Lorsqu'un système plan se déplace d^ une manière quelconque 
dans son plan, les normales menées aux enveloppes des 
droites et des courbes du système aux points de contact avec 
V enveloppée passent par le centre instantané de rotation. 

8. Considérons maintenant toutes les droites passant par 
un point quelconque A de o*. Le point où chacune de ces 
droites touche son enveloppe est à l'intersection de cette 
droite et de la perpendiculaire abaissée sur elle du centre 
instantané. Le lieu de ces points est un cercle, car il, est 
engendré par deux faisceaux de rayons et A tels que deux 
rayons correspondants soient perpendiculaires l'un sur 
l'autre. 

Donc : 

Les points ou les droites d'un faisceau touchent leur enve- 
loppe sont à chaque instant sur un cercle qui a pour dia- 
mètre la droite qui joint le centre instantané au centre du 
faisceau, 

IL — Les courbes polaires et rinversion du mouvement. 

1. Supposons que le système a effectue successivement des 
rotations 2 0)0, 2 0)1, 2 0)2, ••• autour de points 0',Q',R' donnés 
arbitrairement dans le plan fixe. De la position initiale <Jo> il 
passe successivement aux positions c7i, (Ta, 0-3, . . ..Déterminons 



Fig. 5. 
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dans la position initiale {fig. 5) le point Q de telle manière 
que QO'=Q'0' et que A (QO'Q') = ^wo, puis menons par Q 
la droite QT telle que A (TQO') = A (R'Q'O'). Dans le sys- 
tème mobile plaçons encore le point R de telle manière que 
RQ = R'Q' et que A (RQT) soit égal à 
2 0)1, etc. Désignons encore le point 0' 
par en tant que point de o*. Nous 
aurons ainsi obtenu dans o- un poly- 
gone bien déterminé, OQRS, dont les 
côtés sont respectivement égaux à 
ceux de O'Q'R'S'. Si maintenant u 
tourne autour de 0' de l'angle 20)0, Q 
viendra coïncider avec Q'; la rotation 
suivante 2 w," effectuée autour de Q' 
amène R et R' en coïncidence, etc. 
Le mouvement a donc lieu de telle 
façon que le polygone OQRS roule 
pour ainsi dire sur 0'0'R'S'. 

2. Les théorèmes précédents sont 
indépendantsdu nombre des systèmes 
considérés, et de leurs positions re- 
latives. Ils ont donc lieu encore lors- 
que les systèmes o"o, (Ti, 0-2» •• • se 

rapprochent autant qu'on voudra de façon que a se déplace 
d'une manière continue dans son plan. Les deux polygones 
se transforment alors en courbes. Le polygone O'Q'R'S'devient 
la courbe €' du plan fixe dont les points seront, dans le cou- 
rant du mouvement, les centres instantanés de rotation ; le 
polygone OQRS deviendra le lieu des points du système 
mobile, qui, pendant le déplacement, coïncideront avec les 
centres instantanés de rotation. Le mouvement lui-même a 
lieu de telle façon que la dernière courbe, que nous désigne- 
rons par €, roule sur la courbe €' du plan fixe. 

11 faut toutefois supposer que les centres de rotation ne 
tombent pas à l'infini, c'est-à-dire que le mouvement ne con- 
siste pas en une simple translation, auquel cas tous les points 
du système décrivent à chaque instant des éléments parallèles 
de trajectoires. On peut dire alors que : 
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Tout mouvement d'un système plan dans son plan, qui ne 
consiste pas en une simple translation, peut être engendré par 
le roulement d'une courbe du plan mobile sur une courbe du 
plan fixe (*). 

Chacune de ces courbes a été définie comme le lieu géomé- 
trique des centres instantanés de rotation; on les appellera 
les courbes polaires. Le théorème qui vient d'être démontré 
fait voir que la nature du mouvement dépend uniquement du 
choix des courbes polaires. On peut se donner celles-ci arbi- 
trairement. Inversement, il est évident que le mouvement de 
(T est déterminé à chaque instant quand on connaît les deux 
courbes polaires. Les deux polygones considérés plus haut 
représentent aussi deux courbes qui définissent un certain 
genre de mouvement pour or. Nous conviendrons toutefois de 
ne considérer à l'avenir que des mouvements tels que le 
centre instantané se déplace à chaque moment. En dehors 
des mouvements de translation nous exclurons donc encore 
ceux pour lesquels le centre de rotation reste le même pen- 
dant un temps fini. 

Nous le faisons parce que dans ces deux cas les problèmes 
que nous avons à traiter perdent leur intérêt, et que certains 
d'entre eux cessent même d'exister. 

3. Nous avons admis jusqu'ici que le système or se déplace 
dans le plan fixe o-'. Imaginons maintenant un observateur 
invariablement lié au système o-; pour lui le plan œ' se dépla- 
cera dans le plan o*. Le mouvement de œ' dans cr sera appelé le 
mouvement inverse ou indirect. Au contraire, le mouvement 
de GT dans o*' sera le mo\i\QmQïiX primaire ow direct. Ces mou- 
vements ont des relations intimes; nous aurons donc souvent 
à les étudier simultanément (*). 

(*) Ce théorème est dû à Cauchy (1827), Exercices de Mathématiques, 
t. II, p. 76. ( Voir aussi les Œuvres complètes de Cauchy, W série, t. VII.) 
Deux ans plus tard, Chasles le retrouva à son tour. Voir le Mémoire cité 
plus haut, p. q36. 

(') L'idée de considérer en même temps que le mouvement primitif le 
mouvement inverse est due à Chasles. 

Il est vrai qu'il ne s'agissait pour lui que de faire remarquer un certain 
dualisme dans le tracé {Aperçu historique, p. 4o9)« L'utilité théorique de 
ces considérations fut aperçue d'abord par Aronhold {Principes de la Géo- 
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Quant aux notations qui se rapportent au mouvement in- 
direct, nous ferons les conventions suivantes : 

De même qu'on a désigné par c7o, o-i, o-j les positions de a 
dans u', les positions correspondantes de a' dans a seront 
o"o> o*!» o'i- C'est-à-dire que, soit, à un instant quelconque, o-;» la 
position de o- dans o-', la position de a' par rapport à <j sera dési- 
gnée par GT^. De plus, nous sommes convenus de désigner par 
A, B, C des points déterminés du plan o- sans tenir compte 
de leur position dans or', et nous avons désigné par Ao, Ai, Aj 
les positions que A occupera successivement dans or'. D'une 
manière analogue, les points du plan o-' seront désignés par 
C^ D', . . . quand il ne s'agira de les définir que comme points 
déterminés de o-'. Et Ci, Ci, C',, ... seront encore les posi- 
tions successives de C dans o-, C'"* sera le point milieu de 
Cq C'i, et c'^'sera le rayon normal correspondant. 

Par suite de ces conventions, nous verrons dans Ao, Ai, A'", 
^^> ^0, ^"* des points et des droites déterminés du plan o-', et 
dans C'o, C;, C'"', c^'A;, /i"» des points et des droites déter« 
minés de o-. 

Si le mouvement est continu, tout point A de a décrira une 
courbe a' située sur a'. Dans le mouvement indirect de c' sur 

« 

(7 la courbe a' passera toujours par le point fixe A. De même, 
si une courbe b de o- jouit de la propriété de passer toujours 
par un point fixe B' pendant la durée du mouvement, le point 
B' décrira sur cr la courbe b lors du déplacement indirect. 
Ceci peut être utilisé pour obtenir un double tracé méca- 
nique des courbes. Imaginons en efîet un style fixé en A. Il 
tracera la courbe «', même lorsque, A restant fixe, nous dépla- 
çons (j' par rapport à a, 

k. On vient de démontrer que le mouvement de c dans cr^ 
est obtenu par le roulement sans glissement d'une courbe C 
appartenant à <7 sur une courbe €' appartenant à u'. Mais, 
comme le caractère géométrique du mouvement est indépen- 
dant de notre position soit dans cj', soit dans œ, il est évident 
que le mouvement de o-' dans a consiste en un roulement de 



métrie cinématique , in Verhandlungen zur Befôrderung des Gewerbe- 
fleisses, LI Jahrgang, p. 129). 
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la courbe €' sur €. Nous voyons donc que les deux courbes 
ont absolument la même signification géométrique et qu'il 
est légitime de leur donner la même appellation comme on 
Ta fait plus haut. On peut présenter des considérations ana- 
logues lorsque Ton envisage spécialement quelques-unes des 
positions du système o- dans o"', gq, Œi ou a^. Les positions cor- 
respondantes de a' dans cr devront, d'après ce qui a été dit plus 
haut, être désignées par o-q, di, Cj. Pour amener le système 
0*0 à coïncider successivement avec o-i, (Tî, nous avons fait 
(II, 1) rouler le polygone OQRS sur O'Q'R'S', de telle façon 
que (7 tourne successivement de 2Wo, 2&)i, 20)2, autour de 
0',Q',R',S', pendant que, par suite de ces rotations, Q, R, S 
viennent en coïncidence avec Q', R', S'. Nous allons encore 
utiliser ce principe, qu'il est indifférent pour la nature du 
mouvement que nous nous trouvions dans a ou dans a'. Le 
mouvement que o-' effectue dans a doit donc consister dans 
un roulement du polygone O'Q'R'S' sur OQRS, c'est-à-dire 
que 0"' effectue successivement des rotations dont la grandeur 
est également 20)0, acoi, 2002, et ces rotations se font autour de 
0, Q, R, . . ., pendant que Q', R', S', . . . viennent successive- 
ment en coïncidence avec Q, R, S. 

5. Pendant le mouvement relatif des deux systèmes, chaque 
point A de a décrit une trajectoire située dans c', de même 
chaque point B de o-' parcourt une trajectoire située dans a. 
Les normales à ces trajectoires ont à chaque instant certaines 
relations entre elles; ce sont ces relations que nous allons 
étudier. 

Pour les établir rigoureusement, nous partirons encore de 
positions arbitrairement données du système. Soient Cq, o"i ces 
positions, Ao, A, les positions du point A de o- et soit ay le 
rayon normal correspondant. Soit de plus BJ, un point quel- 
conque de (Jq situé sur a^; il sera équidislant de Aq et Ai. Mais 
cela doit être, soit que nous nous trouvions dans le plan o"', 
soit dans le plan a; par conséquent B^ et B^ sont équidis- 
tants de Aq, c'est-à-dire que le rayon normal appartenant à 
B'o et B^ passe par Aq. 

Nous avons donc le théorème : 

Si le rayon normal cù* d'un point A de rs passe par un point 
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B' de 0"', dans le mouçement indirect^ le rayon normal b"*' de 
W passera par k (^). 
El dans le cas d'un mouvement continu : 

Siy à un moment déterminé, la normale à la trajectoire 
d'un point A de tj passe par le point B' de (s\ la normale à la 
trajectoire de B' dans le mouvement indirect passera par A. 

Les paragraphes suivants vont nous faire connaître de nou- 
velles relations importantes qui ont lieu entre les deux mou- 
vements ('). 

III. — La correspondance quadratique et les cercles 

des inflexions. 

1. Soient maintenant o-q, «Ti, «Tj des positions arbitrairement 
choisies du système plan <t. Nous désignerons le centre de ro- 
tation de 0*0 et <Ti par Ooi, en tant que point de <ti et par Oii, 
en tant que point de <j\. De même le centre de c7i et o-g sera 
désigné par O12 ou O12. 

AJ* sera le point milieu de AqAi, et A^ celui de A, Aj. Enfin 
«J et a\ sont les rayons normaux correspondants. Ces deux 
rayons normaux se coupent en un point A' de <j' qui est le 
centre du cercle passant par Ao, A,, Aj. 

Si gQ est une droite quelconque de Cq, les rayons normaux 
a\ de ses points Aq forment un faisceau de rayons perspectif 
à la médiane g"\ son centre étant Oqi. De même, les rayons 
normaux a\ forment un faisceau de rayons dont le centre est 
O'iî» et qui est perspectif à la médiane g^. Les ponctuelles 
g^ et g1^ sont semblables, étant semblables toutes deux à la 
ponctuelle g^. Donc les deux faisceaux de rayons normaux sont 
projectifs; ils engendrent une section conique située dans o-'. 



(*) Comme, d'après la définition B' et a^ sont des éléments bien déter- 
minés de <j', et que A et 6^' sont des éléments déterminés de a, la propriété 
que possède ay de passer par B', et celle de b^' de passer par A, sont indé- 
pendantes de la position réciproque des systèmes; elles subsistent pour 
toutes les positions. C'est pourquoi on a supprimé les indices dans l'énoncé 
du théorème. 

(*) Les propriétésdu mouvement indirect ont été étudiées par M. Schœn- 
flies {Comptes rendus, t. CI, p. i5o). 
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et qui passe par les points fixes O'oi et Oj j. Le même raison- 
nement peut s'appliquer aux faisceaux de rayons normaux 
ayant Ooi et Oio pour centres, et la conique qu'ils engendrent 
passe par OJ,i et O'^q. Mais ces deux coniques ainsi engen- 
drées n'en font qu'une, puisque, dans les deux cas, ce n'est 
autre chose que le Jieu des points de rencontre A' des per- 
pendiculaires élevées sur les milieux des côtés du triangle 
A0A1A2. Donc, la conique, lieu des points A', passe par les 
trois points fixes Ooj, O12 et Oio* On remarquera, en outre, 
que, pour obtenir A', on peut se servir aussi, à la place du 
rayon normal a\ de la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de A2A0 et qui passe par O^q. 

De même qu'on peut faire correspondre de cette manière à 
chaque point A de o- un point déterminé A' de a', l'inverse 
aura lieu aussi. On le démontre de la manière la plus com- 
mode en se servant de l'inversion du mouvement. De l'avant- 
dernier |:héorème du paragraphe précédent, il résulte en effet, 
que Ao est le point d'intersection des rayons normaux aj et 
a\' appartenant à A' dans le mouvement indirect. On le re- 
connaît d'ailleurs directement en considérant que si A^ est 
également distant de Ao, Ai, Aj, inversement AJ,, Aj, Aj sont à 
égale distance de Aq. La signification géométrique des points 
A et A' est donc tout à fait réciproque. 

On en déduit immédiatement qu'aux points d'une droite /l'de 
(j' correspondent aussi dans o- les points d'une section conique 
qui est engendrée par l'intersection des faisceaux de rayons 
normaux appartenant à h' dans le mouvement indirect. Cette 
courbe passe toujours par les points Ooi, O12, O02, qui sont les 
centres de rotation du mouvement indirect. 

Deux systèmes que l'on adjoint de cette façon l'un à l'autre 
sont dits être en correspondance quadratique, et les points 
O125 02o> Ooi, ou 0'i2, O'joj O'oi sont les points principaux. 

Nous sommes donc arrivé au résultat suivant : 

Siy à chaque point A de cr, nous faisons correspondre le point 
A' de (j\ ou se coupent les rayons normaux a^ et a\, le point 
A est en même temps le point de rencontre des deux rayons 
normaux a^' et a\ pour le mouvement inverse. Les deux sys- 
tèmes ainsi obtenus sont en correspondance quadratique. Les 
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points principaux de a' sont les trois centres de rotation di- 
recte; les points principaux de tj sont les trois centres de ro- 
tation indirecte, 

2. La position de ces centres de rotation est déterminée par 
une loi simple à laquelle on parvient de la façon suivante : 

Nous admettons, ce qui est tou- 
jours permis, que les points 0\^ et î^»g- 6. 
O'ij, ainsi que les angles de rota- ^^« 
tion correspondants 2 0)01, 2 0), 2, sont ^^^/ 
donnés arbitrairement, et que les q,^<^ L 

systèmes plans occupent d'abord ^,\s«^ /Wj 

les positions relatives o-q et o-'o. Dans " \>^\: \ 
cette hypothèse (y?^. 6), OoietO'oi \ / /S>^ 

coïncident, et les points Ou et O'^ "^ ^« 

sont situésde telle façon que Ton ait 

OoiOi,=:o;,o;, et ^{0,,o',,o\^)~--^ts^,,. 

Le point O20 est le centre de rotation commun à a^ et o"o ; on 
le détermine donc de telle façon que Ton ait en grandeur et 
en direction 

A(Oi20oi02o) = Woi et A(02oOi20oi) = OCi2. 

Dans ces conditions le point O20 reviendra, en effet, à sa po- 
sition primitive quand a aura tourné d'abord autour de Oq,, 
puis autour de 0\^, C'est donc le point commun à c7o et 0-2, 
qui se correspond à lui-même, c'est-à-dire le centre de rotation 
pour ces deux positions du système. 

On déterminera de la même façon le centre de rotation Oj^, 
du mouvement indirect. Mais les angles de rotation conser- 
vent la même grandeur 20)01 et 20)12 (II, ^); O^o se trouvera 
encore sur la bissectrice de l'angle A(Oi20oiOi2), et l'angle 
ACOjoOjgOoi) = 0)12, c'est-à-dire que Ojo coïncide avec Oso- 

Donc : Le triangle formé par les centres de rotation directe 
et celui formé par les centres du mouçement indirect sont des 
figures symétriques. 

3. Comme, à chaque droite de l'un des systèmes qui ne passe 
pas par un des points principaux correspond dans l'autre sys- 
tème une section conique qui passe toujours par les points 
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principaux, cela aura lieu aussi pour la droite de rinflni de 
chacun des deux systèmes. Mais chaque point A' de c' est le 
point de rencontre des rayons normaux aj et a\ du point A; 
les points A de a qui correspondent à la droite de Tinfini de a' 
sont donc tels que pour eux a^ et a\ sent parallèles, et, par 
suite, Ao, Al et Aj sont en ligne droite. Il y a donc une kifi- 
nité de points A du système o- pour lesquels Aq, A,, Aj sont 
en ligne droite, et leur ensemble constitue une conique qui 
passe par les points principaux. 

Les choses se passent d*une manière analogue pour tj'. 

A la droite de Tinfîni de <t correspond une conique passant 
par les points principaux de a' et chacun des points B' de cette 
conique est tel que, pour lui, ôl' et b\ sont parallèles, autre- 
ment, que Bo, Bj, B', sont en ligne droite. 

k. La corde AoAjAj, qui contient les trois positions consé- 
cutives du point A, est une droite du système o-'. Désignons-la 
par a'; dans le mouvement indirect a' jouira de cette pro- 
priété que «0, «1, a'j se coupent toutes les trois en A. Gela est 
vrai pour les cordes de tous les points A que nous avons con- 
sidérés. Inversement, si a' est une droite du système o-', qui, 
pour les trois positions du système, passe par un même 
point de o", ce sera une de ces cordes. De même, les cordes 
des points analogues B' de c' sont les droites du système <j 
qui jouissent de la même propriété. 

On peut facilement déterminer ces droites dans chacun des 
deux systèmes. Faisons-le pour a'. Soit donc Sq le centre d*un 
faisceau quelconque de rayons de o-q, et S[ le centre du fais- 
ceau homologue de Cj ; les points d'intersection des rayons 
correspondants sont sur un cercle qui passe par SJ, et Sj. Sur 
ce cercle se trouve aussi le centre de rotation O'oj, car, si /J, 
est le rayon du faisceau SJ,, qui passe par Oqi, l\ passera aussi 
par O'oi. De même, les deux faisceaux correspondants de aj et 
(7j dont les centres sont Si et S2 engendrent un cercle qui 
passe par Si, Sj et 0\^, 

Les deux cercles passent par SJ. Ils ont donc, en général, 
encore un point commun différent de Si, et ce point est le point 
d'intersection de trois rayons correspondants a'^, a[, a\ des 
faisceaux de rayons, c'est-à-dire que, par chaque point S'decr', 
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il passe, en général, une droite a' telle que les trois positions 
«'o> ^i> ^i se coupent en un même point A de cr. Ces droites 
forment donc un faisceau du premier ordre. La même chose a 
lieu pour o-, et il suit de là que : 

Toutes les droites de chaque système j qui pour trois posi- 
tions arbitrairement choisies du système passent par un même 
point, forment un faisceau du premier ordre, 

5. Soit R' le centre du faisceau de o-'. Par définition, cha- 
cune des droites qui composent le faisceau est une corde 
AqAi A2 d'un point A. Elle contient donc aussi AJ* et Af . Si de 
O'oi nous abaissons une perpendiculaire sur AqA,, elle pas- 
sera par AJ*. L'ensemble des points AJ* forme donc un cercle 
qui résulte de l'intersection de rayons perpendiculaires entre 
eux. Les centres des deux faisceaux sont O'oi etR'; donc O'oiR' 
est le diamètre du cercle que nous désignerons par wp'J^j. 
Mais (T et o-J* étant des systèmes semblables, les points A de cr 
sont également sur un cercle qui passe par les points princi- 
paux. On l'appellera le cercle des inflexions du mouvement 
direct, (^012- 

Les résultats correspondants s'appliquent aux points B' de 
a'. Ils forment le cercle des inflexions du mouvement indirect, 
qui sera désigné par «'iis' ^^^ deux triangles formés par les 
points principaux sont des figures symétriques; donc les deux 
cercles ont même diamètre, et l'on a le théorème : 

Etant donnés trois couples de positions relatives quelconques 
des deux systèmes plans, il existe dans chaque système une 
infinité de points qui jouissent de cette propriété que^pour cha- 
cun deux, les trois positions consécutives appartiennent à une 
même droite. Ces points forment, dans chacun des systèmes, 
le cercle circonscrit aux points principaux. Les deux cercles 
ont même rayon. 

6. Si les trois systèmes plans Ci, cg, as n'étaient pas égaux 
entre eux, comme ici, mais simplement en coUinéation, tous 
les points de chaque système, pour lesquels les trois positions 
correspondantes Aq, Aj, A2 appartiennent à la même droite se- 
raient sur une même courbe du troisième ordre. Cette courbe 
se décompose pour les systèmes égaux dont nous nous occu- 

S. 2 
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pons et nous donne le cercle des inflexions et la droite de Tin- 
fini. Car, tout point de cette droite restant à l'infini pendant 
le déplacement, il est évident que cette droite fait partie de 
la courbe. 

De même, il existe pour trois systèmes collinéaires o-q, (Ti, o-j, 
une courbe de troisième classe, formée par les droites a pour 
lesquelles les trois positions a^y a,, a, se coupent en un point. 
Pour des systèmes égaux, cette courbe se décompose en trois 
faisceaux de rayons, mais desquels l'un seulement est réel. 

Nous déterminerons les deux autres faisceaux par les con- 
sidérations suivantes: On sait que deux systèmes collinéaires 
superposés ont en général trois points unis et trois droites 
unies. Pour des systèmes égaux un point et une droite seuls 
sont réels, le pôle de rotation et la droite de l'infini. Imagi- 
nons le faisceau de rayons appartenant à o-q, dont le centre est 
en 0; le faisceau correspondant de o-i aura son centre égale- 
ment en 0. Les deux faisceaux étant égaux, ils ont deux rayons 
unis, et ce sont les droites isotropes. Chacun des points cy- 
cliques est donc un point des deux systèmes qui se correspond 
à lui-même. 

Ce qui vient d'être dit est vrai pour des positions arbitraires 
du système, par conséquent pour un déplacement continu. 
Ainsi, pendant que le centre réel de rotation varie continuel- 
lement, les points unis imaginaires restent invariablement les 
mêmes pour toutes les positions du système. Donc : 

Dans le mouvement d'un système plan dans son plan, deux 
points, à savoir les points cycliques, restent immobiles. 

D'ailleurs ce théorème résulte de ce fait que tous les cer- 
cles du plan passent parles points cycliques; ceci a donc lieu 
aussi pour les différentes positions Ko, Kj, K2, ... du même 
cercle K de <t. 

Maintenant il s'ensuit aussi que tout rayon passant par un 
de ces points appartient à la catégorie de ceux qui passent par 
le même point pour trois positions consécutives du système. 
Par conséquent, la courbe de la troisième classe, dont il a été 
fait mention plus haut, se décompose en trois faisceaux. 

7. Toutes les cordes Ao Ai A2 passent par un même point du 
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cercle, comme on vient de le démontrer. Ce point esta Tautie 
extrémité du diamètre qui passe par Ooi {fig* 7). Consi- 
déré comme point de (jj", on le désignera par JJ*. A ce 
point correspond dans <t un 
point J du cercle des in- Fig. 7. 

flexions MP'oisj qui est celui dont 
la corde Jq J, est bissectée par 
JJ^. Comme J^Ooi est un dia- 
mètre du cercle «^J^j^ JqJi en 
est une tangente. 

Le point JJ* est également 
situé sur le cercle des in- 
flexions ^0,2, car JJ^est sur JqJi 
le pied de la perpendiculaire 
abaissée de Ooi sur cette 
droite. Mais JoOoi est un dia- 
mètre du cercle (^oi2> donc il 

faut que J^* soit un point de ce cercle. Nous rappellerons 
le centre des inflexions. 

Donc : les cordes de tous les points du cercle des inflexions 
passent par un point de ce cercle qui est le centre des inflexions. 

Le point analogue existe pour le mouvement inverse sur le 
cercle des inflexions iv'^^^ de a'. C'est le point d'intersection 
des cordes de tous les points de t^'012 î ^^ l'appellera le centre 
des inflexions du mouvement inverse. En nous servant de ces 
dénominations, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Si Von se donne trois positions des deux systèmes plans, le 
centre des inflexions du mouvement inverse est le centre du 
faisceau formé par les droites a de a pour lesquelles les trois 
positions a^y a^, a^ sont concourantes. L'ensemble des points 
de concours for îne le cercle des inflexions du mouvement in- 
verse. Le centre des inflexions et le cercle des inflexions du 
mouvement direct ont même signiflcation relativement à a' . 

Les droites des deux faisceaux seront appelées droites de 
rebroussement. 

8. Considérons en dehors des trois positions 7q, a^ (j^ une 
quatrième position 0-3; aux systèmes Ci, ^2, <^z correspondra 
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également un cercle des inflexions qui passera par Oj3> 0,1, 
Oiî. Les deux cercles Won et «^123 ont donc en commun le point 
Ou et, en général, se couperont encore en un point A diffé- 
rent de celui-ci. Ce point est caractérisé par le fait que Aq, 
Al, A,, A3 sont en ligne droite, tandis que ceci n'a pas lieu, 
en général, pour le point O12. Le même raisonnement s'ap- 
plique, pour (j'y au point B', autre que Oij, en lequel se cou- 
pent les cercles w^in et ^^1,3. 

Donc : étant données quatre positions (Jq, c,, o"2, 0*3 du sys- 
tème plan (7 y il existe un point bien déterminé A de ce système 
tel que Ao, Aj, A2, A3 sont en ligne droite. C'est le point d'in- 
tersection différent deO^^ des cercles des inflexions vi^Q^^etw^^z» 
Le point analogue existe dans a' pour le m.ouvement inverse. 

La corde AoA,A2A3 en tant que droite a' de cr' jouit de 
cette propriété que les quatre positions a^, a^, «j, a'^ passent 
toutes par le point A. C'est la ligne de jonction des deux 
centres des inflexions du mouvement direct. De même, la 
ligne qui joint les centres des inflexions du mouvement 
indirect est celle qui, dans le mouvement direct, passe par le 
même point pour quatre positions consécutives de o*. 

En conséquence : Si quatre positions 0*0, (Ti, (T2, ^% du sys- 
tème <7 sont données arbitrairement, il existe dans ce système 
une certaine droite qui, pour les quatre positions données, passe 
par le même point. Dans fj' il existe une droite qui jouit de la 
même propriété relativement au mouvement inverse. 

9. Concevons maintenant que les positions o"o, <Ju ^1 se rap- 
prochent indéfiniment, nous obtiendrons des théorèmes que 
l'on peut appliquer à chaque instant au mouvement d'un 
système plan. Les points A' deviennent alors les centres de 
courbure des trajectoires décrites par les points A, et de même 
A deviendra le centre de courbure de la trajectoire décrite par 
A' dans le mouvement inverse. Chaque point du cercle des 
inflexions passe par un point d'inflexion de sa trajectoire. Les 
points principaux dans chacun des deux systèmes se rappro- 
chent indéfiniment et, à la limite, ils coïncident avec le centre 
instantané de rotation. Enfin les droites O01O12 et 0J),0i2 se 
confondent avec la tangente commune aux courbes polaires. 
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Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant : 

Si un système plan se déplace dans un plan <j', et que A' 
soit un centre de courbure de la trajectoire décrite par kj le 
point A sera le centre de courbure de la trajectoire décrite 
par k' dans le mouvement indirect. Si nous faisons corres- 
pondre ces points A et k', les systèmes a et g' ainsi obtenus 
sont en correspondance quadratique. Les points principaux 
et les lignes principales des deux systèmes coïncident tous y 
les points principaux avec le centre instantané de rotation 
et les lignes principales avec la tangente commune aux courbes 
polaires. 

Le lieu de tous les points des systèmes doufj qui passent par 
des points d'inflexion de leurs trajectoires est, à chaque in- 
stant du mouvement, un cercle qui touche la tangente commune 
des courbes polaires au centre instantané de rotation. Les 
deux cercles ont même rayon et sont situés de part et d'autre 
de la tangente (*). 

Nous désignerons ces deux cercles par w et w'. 

10. Le centre des inflexions JJ* coïncide à la limite avec J; 
c'est le point autre que où la normale à la courbe polaire 
coupe le cercle des inflexions w. Le point d'intersection de 
cette normale el de w' est le centre instantané des inflexions 
pour le mouvement inverse. Chaque droite passant par ce 
point, considérée comme droite de c7, jouira en général de cette 
propriété que son enveloppe présente un point de rebrousse- 
ment au point de contact momentané. La même chose a lieu 
dans le mouvement indirect pour les droites de a' passant par 
J. Donc : 

Les tangentes aux points d'inflexion passent à chaque in- 
stant par un même point qui est le centre instantané des in- 
flexions. Il y a, à chaque instant, dans le système plan tj une 
infinité de droites qui touchent leur enveloppe en des points de 



( » ) Le cercle des inflexions fut découvert par de la Hire. Voyez Traité 
des roulettes {Mém. de VAcad. roy. de Paris, p. 348 ; 1706). Bresse le définit 
comme le lieu des points pour lesquels l'accélération normale est momen- 
tanément nulle {Journal de l'École Polytechnique, Cahier XXXV, p. 89). 
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rebroussement de cette courbe. Ces droites forment un faisceau 
de rayons dont le centre est le centre des inflexions du mou- 
vement indirect. Le lieu des points de rebroussement est le 
cercle des inflexions de a' (*). 

11. Le point A, qui est tel que Ao, Aj, Aj, A3 appartiennent 
à la même droite, se transforme pour deux systèmes infini- 
ment rapprochés en un point qui passe par un point d'ondu- 
lation de sa trajectoire. C'est Tun des deux points où deux 
cercles des inflexions consécutifs se coupent. L'autre point 
d'intersection est le centre instantané de rotation. Mais celui- 
ci passe précisément par un point de rebroussement de sa 
trajectoire. 

Donc : 

L'enveloppe des cercles des inflexions se compose de deux 
parties dont la signification géométrique est bien différente. 
L'une d'elles est la courbe polaire du système; ses points 
jouissent de la propriété de décrire des trajectoires à points 
de rebroussement {première espèce) y la seconde est le lieu des 
points du système dont les trajectoires passent par des points 
d'ondulation (^). 

De même, une droite du faisceau formé par les droites de 
rebroussement jouira, en général, de la propriété de passer par 
un même point pour quatre positions du système infiniment 
rapprochées. Car, si nous supposons tracée dans a la courbe 
dont les points viennent, au cours du mouvement, coïncider 
avec les centres des inflexions de a' y la tangente à cette 
courbe, considérée comme droite de <t, passe par un même 
point pour quatre positions consécutives. 

Les théorèmes analogues ont lieu pour le mouvement 
inverse. 

(') Aronhold reconnut d'abord la liaison qui existe entre les cercles des 
inflexions et les points de rebroussement des enveloppes {Principes, etc.)- 

(') Bail a attiré l'attention sur les points d'ondulation : Notes on ap' 
plied mechanics {Proceedings of the Royal Irish Acad., 2* série, t. I, 
p. 243; 1871). 

Everett montra que l'enveloppe des cercles des inflexions se décompose 
en deux courbes de significations difl'ércntes ; Kinematics of a rigid body 
( Quarterly Journal, t. XIII, p. 61). 
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12. La correspondance quadratique des systèmes o- et <t' est 
la source d'un grand nombre de théorèmes sur les points du 
système et les centres de courbure de leurs trajectoires. On 
les obtient facilement en se servant des propriétés connues 
de la correspondance quadratique. Nous ne mentionnerons 
ici que le cas le plus simple, et nous considérerons une droite 
de Tun des deux systèmes, de laquelle nous supposerons qu'elle 
ne passe pas par le centre instantané de rotation. Dans ce 
cas, la courbe correspondante, sur laquelle se trouvent les 
centres de courbure, est une section conique. Pour étudier 
sa position par rapport au point principal et à la ligne prin- 
cipale, c'est-à-dire par rapport au centre instantané de rota- 
tion et à la tangente à la courbe polaire, nous reviendrons 
encore au cas où l'on considère deux positions quelconques 
du système. Nous avons vu que toutes les coniques de l'un 
des systèmes qui correspondent aux droites de l'autre système 
passent par les trois points principaux, et que, parmi elles, se 
trouve le cercle circonscrit au triangle des points principaux. 
Si les positions du système se rapprochent indéfiniment, le 
cercle des inflexions conserve toujours la propriété d'avoir en 
commun avec chacune de ces coniques les trois points prin- 
cipaux; dans la position limite, le cercle des inflexions de- 
viendra le cercle osculateur à chacune des coniques au centre 
instantané de rotation. 

On reconnaît facilement quel est le genre d'une pareille 
conique. Si, par exemple, g est une droite de <t, la conique cor- 
respondante de d' sera une ellipse, une parabole ou une hyper- 
bole, suivant que ^ a o, i ou 2 points communs avec le cercle 
des inflexions w de o*. La même chose se produit pour les 
droites de a' et les coniques.de a qui leur correspondent. 

Par conséquent : 

Pour toutes les droites d'un des systèmes qui ne passent 
pas par le centre instantané de rotation^ les centres de cour- 
bure des trajectoires sont sur une section conique qui passe 
par le centre de rotation et qui a pour cercle osculateur en ce 
point le cercle des inflexions de Vautre système. La conique 
est une ellipse , une parabole , ou une hyperbole^ suivant que 
la droite coupe le cercle des inflexions de son système e/i o, i 
ou 2 points. 
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Les sections coniques sont donc, dans chacun des systèmes, 
osculatrices entre elles au centre instantané de rotation. Leur 
ensemble forme donc à chaque fois un réseau de coniques. 
Les coniques situées dans <j' sont projectives à toutes les 
droites de o-, et de même les coniques du réseau situées dans 
a sont projectives aux droites de c'. Pour des positions spé- 
ciales de la droite, la conique qui lui correspond peut dégéné- 
rer. En effet, si la droite du système passe par le point prin- 
cipal, c'est-à-dire par le centre instantané de rotation, la 
conique se décompose; nous obtenons à sa place la droite 
principale, c'est-à-dire la tangente à la courbe polaire et une 
autre droite. Si nous regardons enfin la tangente à la courbe 
polaire comme une droite de c7, il ne lui correspond dans a' 
que le point principal, c'est-à-dire que le centre instantané 
de rotation. Donc le centre de courbure pour chaque point 
de la tangente à la courbe polaire est le centre instantané de 
rotation, et ceci a lieu pour le mouvement direct aussi bien 
que pour le mouvement indirect. 

13. Le cercle des inflexions de chaque système est, par 
définition, le lieu des points du système qui passent par un 
point d'inflexion de leur trajectoire. Nous le retrouverons plus 
tard (VI) en nous plaçant à un autre point de vue. Mais nous 
voulons encore faire remarquer ici une propriété qui découle 
immédiatement de la correspondance quadratique. Le cercle 
des inflexions de o- est la conique qui correspond à la droite 
de l'infini de cj', c'est-à-dire que le cercle des inflexions de o- 
peut être considéré comme le lieu des centres de courbure 
pour les points infiniment éloignés de a'; de même le cercle 
des inflexions de <j' peut être considéré comme le lieu des 
centres de courbure pour les points infiniment éloignés de a. 

IV. — Constructions et relations métriques. 

1. Le mouvement d'un système étant défini d'une manière 
quelconque, il s'agira, à chaque instant du déplacement, de 
construire le centre instantané de rotation, la tangente à la 
courbe polaire, les cercles des inflexions et le centre de cour- 
bure de la trajectoire de chaque point. Nous sommes en mesure 
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de déduire les constructions dont il taudra faire usage dans 
chaque cas particulier des lois générales qui ont été établies 
dans les paragraphes précédents. 

Le mouvement d*un système plan est déterminé dès que 
Ton connaît à chaque instant le centre de rotation. Ce point 
est à rintersection des normales aux trajectoires de tous les 
points du système; il est donc déterminé par deux quel- 
conques d'entre elles. Il faut alors qu*à chaque instant on 
donne les trajectoires de deux points quelconques. Le sys- 
tème se déplacera d'une manière bien déterminée, dès que 
deux de ses points seront forcés de parcourir des trajectoires 
données qui peuvent être choisies arbitrairement. 

Pour construire à chaque instant, en dehors du centre de 
rotation, la tangente à la courbe polaire ainsi que les cercles 
des inflexions et les centres de courbure de toutes les trajec- 
toires, nous aurons besoin de connaître la correspondance 
quadratique qui caractérise l'instant considéré du mouvement. 
Comme nous venons de voir que les trajectoires de deux 
points définissent complètement le mouvement, nous devons 
nous attendre à ce que cette correspondance soit déterminée 
dès que nous connaîtrons les centres de courbure de deux 
points. En effet, nous verrons que, sideuxcouples (A, A'), (B,B') 
de points correspondants sont donnés, on peut construire le 
centre de courbure C correspondant à tout autre point C. 

2. Nous avons déjà fait voir, dans l«e précédent paragraphe 
(III, 11), que, pour chaque droite d'un des systèmes qui passe 
par le point principal, la conique correspondante dans l'autre 
système se décompose en deux droites dont l'une est la ligne 
principale. Pour approfondir davantage cette question, nous 
reviendrons encore au cas de deux positions quelconques du 
système. Et comme les mêmes lois subsistent aussi bien pour 
le mouvement indirect que pour le mouvement direct, dans 
ce qui suit nous ne nous occuperons, en général, que du 
mouvement direct. 

Si /o est une droite quelconque de <Jq passant par Ooi, et A© 
un de ses points, son rayon normal al coïncidera avec /J*; il 
en résulte que les points d'intersection de a^ et a\ sont 
sur /J*. Mais les rayons normaux al[ de tous les points de / 
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Fig. 8. 



forment un faisceau perspectif à Z^*. Celui-ci coupe donc /;'* 
suivant une ponctuelle perspective à /f et projective à /J*, et 
chacun de ses points A' est l'intersection des rayons corres- 
pondants al et à\ . 

Si nous passons à la limite, /J^ coïncidera avec /; le centre de 
courbure A' de chaque point A de /est donc sur /elle-même, et 
les points A et A' forment deux ponctuelles projectives super- 
posées. Ces ponctuelles ont le centre instantané comme élé- 
ment commun. Cela résulte aussi bien des lois de la correspon- 
dance quadratique que de ce fait que, passant en ce moment, 
en général, par un point de rebroussement, le rayon de cour- 
bure de sa trajectoire doit être nul. Si, de plus, Vet W (Jîg.S) 

sont les points où / coupe les 
cercles des inflexions fv et «^, 
on a V0= OW et V et W'sont 
les points de chaque ponc- 
tuelle qui correspondent au 
point à rinfîni de l'autre. Les 
ponctuelles jouissent donc de 
la propriété que leurs points 
doubles coïncident avec le 
centre instantané de rotation. 
On sait que, du moment 
que deuxpareilles ponctuelles 
sont superposées, on peut 
construire autant de cou- 
ples de points correspondants 
qu'on le veut, dès que l'on 
connaît le point double et un 
couple de points homologues. 
Maintenant nous allons voir 
que, conformément à ce qui 
a été dit plus haut, la corres- 
pondance quadratique est déterminée dès que l'on connaît 
deuxcouplesdepoints(A,A')et(B,B').I)ésignonsencoretoule 
droite passant par sous le nom de rayon normal, parce que 
c'est la normale aux trajectoires de tous ses points, et soient 
4» h les deux rayons sur lesquels se trouvent les couples 
de points (A, A') et (B, B'). Nous pouvons sur la et /^ construire 
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les points V^ et V^ qui sont sur le cercle des inflexions. 
Alors ce cercle est déterminé puisqu'il est circonscrit au 
triangle VaV^O. Si maintenant /^est un troisième rayon nor- 
mal quelconque, nous connaissons sur /^un couple dépeints 
correspondants formé de V^ et du point à l'infini. Nous savons 
donc construire le centre de courbure C de chaque point C 
de cette droite, c'est-à-dire que : 

La correspondance quadratique entre les deux systèmes a 
et d' est complètement déterminée par deux couples de points 
correspondants. 

Nous nous posons maintenant le problème : connaissant 
deux couples de points correspondants (AA'), (BB'), construire 
la tangente à la courbe polaire, les cercles des inflexions, et les 
centres de courbure dans chaque système. Les considérations 
suivantes nous fournissent le moyen d'effectuer ces construc- 
tions. 

3. Soit {fig. 8) (A,A') un couple de points correspondants 
de (j et a' y et / le rayon normal qui les joint. Nous désignerons 
par /• et r' les distances des points A et A' à 0, et convien- 
drons que r et r' seront considérés comme positifs quand les 
points A et A' seront du même côté de la tangente à la courbe 
polaire que le cercle des inflexions de leur système, c'est- 
à-dire quand A sera du même côté que w^ k' du même côté que 
w'. Sur chaque rayon normal les directions positives sont 
donc opposées l'ime à l'autre. Comme A et A' forment des 
ponctuelles projectives, on a 



AV.A'W'=OV =:0W' 
Posons encore 

on a 

{r—h){r'-h) — h} 
et 
. . III 
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Celle relalion a lieu pour loul rayon normal. On peul en 
déduire une plus générale. Désignons par a Tangle que fail 
/ avec la normale à la courbe polaire, elpar h^ le diamèlre du 
cercle des inflexions; on a 

(3) (i: + l)cos«=i-. 

L'expression qui figure dans le premier membre de V éga- 
lité précédente est donc une constante. 

Appelons p le rayon de courbure AA', el posons AV = s. 



I I F 



(3) r* = p5. 

Si donc nous prenons le point Q sur la droite / de telle 
façon que OA = AQ, Téqualion précédente nous donnera 



QA =:A0 rziAV.AA', 

c'est-à-dire que Q,V,0, A' forment une division harmonique, 
Q el 0, V et A' étant les couples de points conjugués. 

Soit n la normale commune aux courbes polaires. Élevons 
en Q,A, VetA' des perpendiculaires sur /; elles rencontrent 
la normale aux points M, N, J, N' formant une division har- 
monique; J est le centre des inflexions, et N le milieu de OM. 
N et N' constituent un couple de points correspondants, et N' 
est le centre de courbure de la trajectoire de N. 

Par suite : 

Si N et W sont un couple de points correspondants sur la 
normale commune aux courbes polaires, en pî^oj étant NeiN' 
sur un rayon normal quelconque, nous obtenons encore des 
points correspondants. 

Imaginons maintenant que l'on ait mené par tous les 
rayons normaux, et projetons sur chacun d'eux le couple de 
points (N,N'),tous les points A ainsi obtenus sont sur un cercle 
qui a ON pour diamètre, et les points correspondants appar- 
tiennent au cercle dont le diamètre est ON', c'est-à-dire que : 
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A tout cercle de <j qui touche la courbe polaire denO corres- 
pond dans (t' un cercle qui touche également la courbe polaire 

€' de son système en 0. 

•/ 

Nous avons ainsi acquis une image tangible de la façon 
dont a lieu la correspondance entre les systèmes œ et œ'. 

k. Soient maintenant Ip et Iq deux rayons normaux quel- 
conques de 0". Nous désignerons les couples de points corres- 
pondants sur Ip par 



(Cp> C»), 



(B^, B'), (C«, C!,), 



et sur Iq par 

Si nous projetons de A^, et A^ les ponctuelles superposées 
sur Iq au moyen des faisceaux de rayons Ap{Aq, B^, C^, . . .), 
Ap{AqyBq, Cq, ...)> CCS faisccaux auTout cu commuu Ic rayou 
ApA' qui joint les points Ap,A^ au point double 0. Ils sont 




donc en situation perspective, et les points d'intersection des 
rayons correspondants sont en ligne droite. Pour obtenir cetle 
droite, déterminons (Jig. 9) le point d'intersection Sade deux 
rayons correspondants quelconques ApC^^, A^C^, et joignons 
ce point à 0. Si nous choisissons maintenant comme sommets 
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des faisceaux projelanis deux autres points correspondants 
Bp et Bp de Ip, les points d'intersection des rayons correspon- 
dants seront aussi sur une droite, et si S^ est le point d'inter- 
section des rayons homologues B^C^ et B^C^, la droite 
en question sera la ligne de jonction de S^ avec 0. Chaque 
couple de points du rayon Ip nous donnera donc une pareille 
droite. Mais toutes ces droites se superposent. Pour le prou- 
ver, nous n'avons qu'à faire voir que les points S^, S^ sont tous 
sur une même droite passant par 0. En effet, de C^ projetons 
la ponctuelle A^,, B^, ... et de C^ la ponctuelle A^, B^, ..., 
qui est projective à la première. Les deux faisceaux projetants 
ont en commun le rayon C^C^; ils sont donc perspectifs, et 
les points d'intersection des rayons correspondants sont tous 
sur une droite passant par 0. Mais ces points sont justement 
Sa et S*. Nous pouvons donc flnalement énoncer le théorème 
suivant : 

Si Ip et Ig sont deux rayons normaux quelconques, (A^jAl),. 
(A<7, A^) deux couples de points correspondants quelconques 
pris sur ces rayons, les droites ApAq, A'pA'g se coupent sur 
une droite fixe. 

Nous désignerons cette droite, dont la position ne dépend 
que de Ip et de Iq, par Upq, Mais nous pouvons imaginer que 
les ponctuelles projectives situées sur Ip et Iq déterminent la 
collinéalion de deux systèmes plans, alors sera le centre et 
Upq Vaxe de collinéation correspondant à Ip et Iq {^), 

Pour déterminer sa position, nous nous servirons des points 
d'inflexion Vp et V^ des deux rayons normaux. Les points cor- 
respondants sont à l'infini. Donc V^V^ rencontre la droite de 
l'infini en un point de Upq, c'est-à-dire que Upq est parallèle 
à VpV^. Si nous menons encore la tangente ^ à la courbe 
polaire, on a A (^, /^) = A (/p,Wpg), parce que, d'après des théo- 
rèmes de Géométrie élémentaire, ces deux angles sont égaux 
à l'angle (V^V^O). Donc : 

Si Ip et Iq sont deux rayons normaux quelconques, l'angle 
que la tangente à la courbe polaire forme avec l'un des 

(') Aronhold, Principes ..., p. iSg. 
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rayons normaux est égala V angle que fait Vautre avec l'axe 
de collinéation. 

Supposons maintenant Ip fixe et faisons tourner Ig autour 
de ; Taxe de collinéation Upq tourne également autour de ; 
Iq et Upq engendrent deux faisceaux de rayons, et Ton a tou- 
jours ! 

A(^, lp)—N{lqy Upq), \ 



c'est-à-dire que les rayons Ip et Upq forment deux à deux un 
angle constant; en les adjoignant deux à deux comme corres- 
pondants , on voit que : 

Si Ip est un rayon normal quelconque fixe, les faisceaux 
formés par tous les rayons normaux et les axes de collinéation 
correspondants sont deux faisceaux égaux et concentriques 
dans lesquels les rayons correspondants se coupent deux à 
deux sous le même angle que Ip et la tangente à la courbe 
polaire. 

A chaque rayon normal appartient donc un faisceau bien 
déterminé d*axes de collinéation. 

En ce qui concerne les angles formés par /p, Z^, Upq et t, on 
peut encore faire la remarque suivante : les rayons normaux 
Ip et Iq partagent le plan en deux régions; il résulte de la 
manière dont ont été établis les théorèmes précédents que 
Upq et t sont toujours dans la même région. Si donc Tune de 
ces droites est donnée, la position de l'autre est parfaitement 
déterminée. 

5. En se servant des résultats précédents, on effectuera 
facilement les constructions dont il a été question. 

Supposons que la relation quadratique soit déterminée par 
deux couples de points correspondants (A,A') et (B,B'), et 
appelons encore la et 4 les rayons normaux correspondants, 
nous obtiendrons la tangente à la courbe polaire de la façon 
suivante : 

Menons AB et A'B', et joignons le point d'intersection S de 
ces deux droites à 0. OS sera l'axe de collinéation ««6- Main- 
tenant, construisons une droite t, de telle façon que 

h{tJb) — ^{layUab) 
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et que c et Uat soient dans ia même région du plan, t sera la 
tangente en à la courbe polaire. 

Cette construction, donnée d*abord par Bobillier, est connue 
sous le nom de construction de Bobillier (*). 

Pour construire les points d'inflexion Va et V^ situés sur /« 
el Ibj nous procéderons de la façon suivante : Par A' menons 
une parallèle à Z^, et joignons à A le point où elle coupe Taxe 
de collinéation. La droite ainsi obtenue coupe Ib au point V^. 



Fig. 10. 




«•b 



Si par Yb nous menons une parallèle à Uaby elle coupera la en 
Va. De cette manière le cercle des inflexions w de o- est lui- 
même déterminé. 

Si donc deux couples de points correspondants (AA') et (BB') 
sont donnés, on construira linéairement les points d'inflexion 
situés sur les rayons normaux correspondants. 

On demande maintenant de construire le centre de cour- 
bure QJ correspondant à un point quelconque C de o'. Soit 4 le 
rayon normal sur lequel se trouve C, les droites AG et A'C 
se couperont sur Taxe de collinéation Uac^ Mais cet axe est 
déterminé, comme il résulte du dernier théorème, par le 



C) Bobillier, Cours de Géométrie, i5« édition, p. 282. 
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rayon l^ Donc, nous construirons Uac de telle façon que Uac 
fasse avec 4 le même angle que Z^, nous mènerons AC, et 
joindrons A' au point où AC coupe Uac> Cette droite ren- 
contre le en C. 

Si la tangente à la courbe polaire et un couple de points cor- 
respondants (A, A') sont donnés, le diamètre du cercle des 
inflexions pourra immédiatement être déterminé. Si nous tra- 
çons en effet la normale à la courbe polaire, le faisceau d'axes 
de collinéation qui lui correspond jouit de la propriété que 
chaque rayon normal est perpendiculaire sur son axe de col- 
linéation. Donc {fig. Il), menons par A' une parallèle à la 



Fig. II. 



Fi 



n 1 o 





normale à la courbe polaire, élevons en une perpendicu- 
laire sur le rayon normal /«, et appelons E le point d'intersec- 
tion des deux droites. EA coupera la normale à la courbe po- 
laire au centre des inflexions J. 

Inversement on peut, étant donné le centre des inflexions, 
trouver le centre de courbure correspondant à chaque point 
A du système cr. 

Enfin, mentionnons encore la construction suivante, qui 
permet de construire linéairement le point d'inflexion sur 

S. 3 
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chaque rayon normal, quand on connaît un couple de points 
correspondants sur ce rayon {fig. 12). 

Menons par A une droite quelconque g^ et joignons un de 
ses points P à et à A'. Menons aIor»par une parallèle à 
A'P, et par son point d'intersection R avec g une parallèle à 
PO. Celle-ci rencontrera le rayon normal / au point d'inflexion 
V, sur le cercle des inflexions; car 





PA:RA -A'A:OA 


et 






PA:RAr=OA:VA. 


Donc, 






AA'.VAr^OÀ 



et ceci est la relation obtenue au n° 3. 

Si A et V sont donnés, on pourra d'une manière analogue 
construire le centre de courbure A' (*). 

Cette construction renferme la précédente comme cas par- 
ticulier. 

Si le point R de la fig. 12 vient au pôle des inflexions J, la 
fig, 12 se transforme en \difig. 11. 

6. Quelques exemples pour appliquer les résultats acquis. 
Nous nous servirons (les théorèmes suivants : Si un point de a se 

meut sur une droite, il est sur 
Fig. i3. le cercle des inflexions w de a. 

Si une droite de o- passe con- 
stamment par le même point, 
celui-ci décrira dans le mouve- 
ment inverse une droite, et se 
trouvesurle cercle desinflexions 
iv' de d', 

(a) Le système plan o- se dé- 
place de telle façon que deux 
points A et B se meiivent sur deux 
droites fixes a' et b' de a'. 
Chaque point du système décrit alors une ellipse. 
On construira immédiatement le centre de rotation, et le 




(') Cette construction est due à Grubler {Schlomilch's Zeitschrift, 
t. XXIX, p. 3io). 
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cercle des inflexions {fig- 13). Les perpendiculaires élevées en 
A etB sur a' et h' se coupent au centre instantané de rotation 
0. Le cercle des inflexions est déterminé, car il passe par 0, 
A et B. Si S' est le point d'intersection de a! et de b\ ABOS' 
est un quadrilatère inscriptible, et, comme l'angle formé par 
a' et 6' est constant, on en conclut que le cercle des inflexions 
est dans ce cas un cercle invariable du système c. 

Tous les points du cercle des inflexions se déplacent donc 
sur des lignes droites, comme A et B. 

Commeles tangentesd'inflexion passent toutes parle centre 
des inflexions (III, 9) et que a' et b^ sont les tangentes aux 
points A et B, il en résulte que S' est le centre des inflexions, 
et de là il suit que chaque point G du cercle des inflexions se 
déplace sur une droite C passant par S'. Nous pouvons donc 
définir le mouvement en remplaçant les points A et B par deux 
autres points du cercle des inflexions, par exemple par les ex- 
trémités d'un diamètre. Si F et G sont ces points, /' et g^ se- 
ront perpendiculaires l'une sur l'autre. Donc le mouvement 
peut être déterminé de telle façon que deux points F et G de 
<T se déplacent sur deux droites/' et ^'perpendiculaires entre 
elles. 

Si M est le point milieu de FG, on a MF = MG = MS'. Le 
point M est donc toujours à égale distance de S', et pour lui 
l'ellipse devient un cercle qui a S' pour centre. 

Comme l'angle (AOB) est toujours le supplément de l'angle 
formé par a' et ô', le lieu des points du système mobile qui 
deviennent des centres instantanés de rotation au cours du 
mouvement est le segment décrit sur AB, capable de l'angle 
(AOB). La courbe polaire de o- est donc identique avec le cercle 
des inflexions. 

La courbe polaire de a' est un cercle, décrit autour de S' 
comme centre, car OS' est une droite de longueur constante. 

Le mouvement peut donc être défini de telle façon qu'un 
cercle de rayon a roule à l'intérieur d'un cercle de rayon ia, 

(b) Le mouvement est défini de telle façon qu'une droite g 
de (T passe toujours par un point fixe P', tandis qu'un point A 
de g parcourt une droite a' de a'. Chaque point de la droite 
décrit alors une conchoïde. 

La perpendiculaire élevée en A sur a' et celle élevée en P' 
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sur g se coupent au centre instantané de rotation. Nous con- 
naissons déjà deux points du cercle des inflexions, et A. De 
plus, P' est sur le cercle des inflexions de a'. Si nous prenons 
le point B de OP', de telle façon que P'O = OB, B est un troi- 
sième point du cercle des inflexions de a. 

On peut facilement démontrer que le lieu des pôles forme 
dans le système fixe a' une parabole dont le sommet est le 
point P', dont Taxe est perpendiculaire à la droite a', et dont 
la directrice passe par le milieu de la distance comprise entre 
P' et a'; la courbe polaire du système mobile est du quatrième 
ordre. 

(c) Définissons le mouvement de C en assujettissant un point 
A à se mouvoir sur un cercle K', et un point B sur un dia- 
mètre 6' du cercle (engrenage de Lahire). 

Le rayon passant par A et la perpendiculaire élevée en B 
sur b' se coupent au centre instantané de rotation 0. Le 
cercle des inflexions passe par et B. Le centre de courbure 
A' de A est le centre du cercle K'. Donc on sait, d'après ce qui 
a été dit, construire le point du cercle des inflexions situé 
sur AA'. 

Les courbes polaires sont de l'ordre quatre et six; la der- 
nière appartient au système mobile, la première au système 

(d) Imaginons que le mouvement d'un système plan s'effec- 
tue de telle façon qu'un point A de ce système se déplace sur 
un cercle fixe K', tandis qu'une droite g menée par A passe 
toujours par un point fixe P' de K'. Alors chaque point de la 
droite décrit un limaçon de Pascal. 

Le rayon passant par A et la perpendiculaire élevée en P' 
sur g se coupent au centre de rotation 0. Le cercle des in- 
flexions passe par et le point V de OP' pour lequel 0V= OP'. 
Si A' est le centre du cercle K', on pourra au moyen de A et 
de A', déterminer un troisième point du cercle des inflexions, 

( e) On peut encore considérer l'exemple précédent à un autre 
point de vue. Nous avons vu que, dans le mouvement étudié 
en (a), le point M décrit un cercle de centre S'. Ce mouvement 
peut donc encore se définir en assujettissant un point M de o- 
à décrire un cercle, pendant qu'un second point A parcourt une 
droite a'. Dans le mouvement inverse, la droite a' passera donc 



MOUVEMENT d'uN SYSTÈME PLAN DANS SON PLAN. 87 

toujours plar un point fixe A de o-, et, comme M parcourt un 
cercle de centre S', ce point sera sur uh cercle dont le centre 
est en M, et qui passe en A. L'inversion du mouvement (a) est 
donc identique avec le mouvement {d)y et toutes les construc- 
tions effectuées dans le premier cas sont valables pour le der- 
nier. En particulier, il suit de là que non seulement a', mais 
toute droite du faisceau de rayons dont le centre est S', passe 
par un point fixe, et que le cercle des inflexions du système 
conserve toujours la même grandeur. Donc le point d'ondu- 
lation (III, 10) coïncidera à chaque instant avec le centre des 
inflexions. 

Nous voyons ainsi de quelle utilité peut être Tinversion du 
mouvement même dans ces cas spéciaux. 

(/) Les exemples précédents sont en grande partie des cas 
particuliers d'un mode plus général de mouvement qui est dé- 
fini par la condition que deux points A et B de a se meuvent 
sur deux courbes fixes a' et b' de c'. Les normales aux courbes 
a' et b' en A et B déterminent alors le centre instantané. Si 
Ton sait construire les centres de courbure des courbes a' et 
b' pour les points A et B, chacun des couples (A, A') et (B,B') 
déterminera un point du cercle des inflexions, et, par suite, ce 
cercle lui même sera déterminé. Pour chaque point P de la 
figure mobile <j on pourra donc construire le centre de cour- 
bure de la trajectoire. 

Le mode de déplacement dont il vient d'être parlé acquiert 
un intérêt particulier lorsque les courbes a' et b' sont des cer- 
cles. 

Alors trois barres de longueurs invariables, mais faisant 
entre elles des angles variables, à savoir AA', AB, BB', se dé- 
placent de toutes les façons possibles. La courbe décrite par 
un point quelconque du système mobile s'appelle courbe des 
trois barres et a été souvent étudiée (M. Il est très facile 
d'après ce qui vient d'être dit, de déterminer son rayon 
de courbure. La courbe est du sixième ordre; les points cy- 
cliques sont des points triples; de plus, elle a trois points tri- 



(') Voyez par exemple S. Roberts, On the three-bar motion in plane 
^pace{Proceed. of the Lond, Math. Soc, t. VII, p. i4), et Three-bar mo- 
tion {Ibid.f p. i36). 
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pies à distance finie. Ceux-ci sont sur le segment décrit sur 
A'B', et capable de l'angle (APB), P étant le point dont on 
étudie le mouvement. 

En particulier, lorsque les rayons des cercles sont égaux, 
et si AB = A'B', le mouvement peut s'effectuer, d'une part, 
de telle sorte que AB reste toujours parallèle à A' B', les quatre 
points A, B, A', B' formant un parallélogramme. Le centre 
instantané est alors toujours à l'infini, et tous les points dé- 
crivent des éléments parallèles. 

Mais on peut aussi faire glisser la droite AB de telle façon 
sur la circonférence de cercle, qu'elle ne soit pas parallèle à 
A'B'. Les quatre points A,B, A',B' définissent alors un anti- 
parallélogramme. 

Le centre de rotation est encore à l'intersection de AA' 
etBB'. 

De plus, comme AA' = BB', le triangle OAB est égal 
au triangle OB'A'. Par suite, OB — OA=:rp = OA'— OB', 
p étant le rayon du cercle. Ces équations montrent que la 
courbe polaire est, pour le système ûxe comme pour le système 
mobile, une hyperbole, ayant pour foyers A et B, ou A' et B'; 
si AA'>AB, les hyperboles sont remplacées par des el- 
lipses. 

L'idenlité des deux courbes polaires est évidente si l'on en- 
visage le mouvement inverse. Lorsque deux points A et B se 
meuvent sur des circonférences dont les centres sont en A' 
et B', ce mouvement peut toujours être défini par le déplace- 
ment de A' et B' sur deux circonférences dont les centres 
sont en A et B. Les deux mouvements sont donc complète- 
ment identiques; ils sont engendrés par le roulement l'une sur 
l'autre de courbes de même nature. Dans le cas de l'antiparal- 
lélogramme, ces courbes sont égales et se touchent en des 
points correspondants, c'est-à-dire qu'elles sont à chaque 
instant symétriques par rapport à leur tangente commune. 

V. — Les points à courbure stationnaire. 

1. Jusqu'ici nous ne nous sommes guère occupé que des 
propriétés des trajectoires que l'on peut déduire de la consi- 
dération de deux éléments infiniment voisins. Dans ce para- 
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graphe nous ferons un pas en avant et nos recherches s'éten- 
dront à trois éléments consécutifs. 

Nous supposerons d'abord données quatre positions o-q, 
Œj, C7j, 0-3 du système plan o-. Désignons para^,a{, a^ les trois 
rayons normaux consécutifs d'un point A. En général, ils for- 
ment un triangle, mais nous pouvons nous demander s'il existe 
des points A de o- dont les rayons normaux a^, a\, a\ se cou- 
pent en un seul et même point, et tels par conséquent que les 
quatre positions Ao, A,, A2, A3 soient sur un cercle. 

11 existe en effet de pareils points. Car, si g est une droite 
quelconque, les points d'intersection des rayons normaux al 
eia\ qui lui correspondent forment une conique qui passe par 
les centres de rotation 0\^^ Ojo? O'oi (III, 1). 

De même, les points d'intersection des rayons a\ et a\ for- 
ment une section conique qui passe par Oj3, O31, O'^. Ces 
coniques contiennent toutes les deux le point Oj^. Donc elles 
se couperont encore en général en trois autres points, et cha- 
cun d'eux est caractérisé par le fait d'être le point de rencontre 
de trois rayons normaux consécutifs. 

Il existe donc sur g trois points de l'espèce considérée, et 
l'ensemble de ces points constitue une courbe du troisième 
ordre. On la désignera par A^oiss ^^ ^os* 

On peut encore définir de la manière suivante les points de 
cette courbe. Les trois positions (Jq^ (Ji,(Ji déterminent une rela- 
tion quadratique entre les points de <j et ceux de o-'; de même 
les trois positions (Ti,<72, 0-3 en déterminent une autre. A chaque 
point A correspondent, en général, deux points différents. 
Mais les points de la courbe A:J3 jouissent de la propriété que 
le même point leur correspond dans les deux relations quadra- 
tiques, et les points A' sont les éléments unis des deux 
systèmes superposés <j', dont chacun est en relation quadra- 
tique avec c7. 

2. Il existe également une pareille courbe dans le système 
plan <j' pour le mouvement inverse, et les deux courbes sont 
en relation réciproque. Si A est un point de A-Jj et A' le 
centre du cercle qui passe par Aq, A i, Aj, A3, A' est un point k^'^ . 
En effet, que nous regardions o- ou a' comme mobile, les deux 
points A et A' seront, pour les quatre positions considérées, 
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à la même dislance Tunde Taulre. C'est dire que Ao,A', jA^jA, 
sont sur un cercle dont le centre est en A. Ainsi, chaque 
point A' de ArJi est le centre du cercle correspondant au point 
A de Arjj, et inversement, chaque point A de âtJ, est le centre 
du cercle qui appartient à A'. 

La courbe Arjj est donc le lieu des centres des cercles pour 
les points de Arjg, et ArJ, est le lieu des centres des cercles 
pour les points de Xrjj dans le mouvement inverse. 

Chaque couple de points A et A' est formé de deux 
points correspondants des systèmes a et o-'; donc Xrjj et 
kl'^ sont des courbes correspondantes. AJj passe par 0^, 
O20, Ooi, et kl'^ par O'^, O^o, Ooi, et, en effet, pour chacun 
de ces points, les quatre positions considérées sont sur un 
même cercle, car deux d'entre elles coïncident. Mais on voit 
que les points de /rjj se comportent de la même manière 
vis-à-vis des quatre positions (To,o"i,o'2,o'3, car, en chacun de 
ces points A' convergent, outre aj, a^,a^, trois autres rayons 
normaux, qui sont les perpendiculaires élevées au milieu dos 
cordes A0A2, A0A3, AjAg. 

Donc ky^ passe par les six centres de rotation 

O' O' ()' ()' O' O' 

De même, AJ3 passe par 



^01> ^^02> '^03> ^12» Oi3, O 



23- 



3. Les deux courbes passent aussi par les points cycliques. 

Pour le démontrer, nous procéderons de la façon sui- 
vante : 

Nous avons vu que, si g est une droite quelconque de a, 
dans chacune des relations quadratiques dont il a été ques- 
tion plus haut, il correspondra à celte droite une section 
conique, et que les points d'intersection différents de 0',^ 
sont des points de kl'^. Si, en particulier, nous considérons la 
droite de l'infini de c, il lui correspondra, pour les positions 
<3'o>o"i>o'2> Je cercle des inflexions Wq^ et, pour les positions 
o'i,(72,(J3, le cercle des inflexions «^'123. Les deux cercles se 
coupent en dehors de 0[^ en un point situé à dislance finie, 
et en deux points imaginaires situés à l'infini, points qui sont 
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communs à tous les cercles du plan. Ces points sont donc 
des points de /rjj, et la même chose a lieu pour ÂJ 
Finalement on en conclut que : 



3* 



•Si o"o, (J\9 (Jiy (Ta sont quatre positions quelconques du système 
plan (7, il existe une infinité de points A pour lesquels les 
quatre positions k^yK^^ Aj, A3 appartiennent à un même cercle. 
Ils forment une courbe du troisième ordre k\^ qui passe par 
les six centres de rotation Ooi, Oqî, O03, O12, 0is, O23 et les points 
circulaires de V infini. Les centres de ces cercles forment une 
courbe du troisième ordre k\'^ située dans a', qui passe par les 
six centres du mouvem^ent inverse et les points circulaires de 
V infini. Dans V inversion du mouvement les deux courbes 
échangent leur signification (*). 

• 

Soit W le point d'intersection réel des cercles des inflexions 
iv^ij et wP'jjj, différent de Oij. On vient de démontrer que 
W est sur X J3. Le point W^ qui lui correspond sur la courbe 
A-Jj est à l'infini, et c'est le seul point à l'infini de kl^. De 
même les cercles des inflexions w^^^ et «^,23 se coupent en un 
point V de Xrjj, auquel correspond sur ArJ, un point à Tin- 
fini V^. Les trois rayons normaux de V se coupent donc 
en V^, c'est-à-dire que Vo,Vi,Vj,V3 sont en ligne droite, et 
la môme chose a lieu pour les points Wo,Wi,W'j,W3. Nous 
retrouvons donc pour les points V et W les propriétés dont 
nous avions déjà démontré l'existence en nous plaçant à un 
autre point de vue (III, 7). Pour les points cycliques, com- 
muns aux courbes X J, et Arjj, nous sommes obligé de con- 
clure qu'ils se correspondent à eux-mêmes et que, par consé- 
quent, chacun d'eux coïncide avec le centre de son cercle 
de courbure. Ces points devront donc être considérés comme 
fixes dans n'importe quel déplacement d'un système plan 
dans son plan. 

Si donc (7i et dk sont deux positions complètement arbi- 
traires du système plan o-, les points cycliques et le centre 



(') Burmester a démontré l'existence des courbes Ar,, et A:',, {Civilinge- 
nieur, t. XXIII, p. 241). Pour les propriétés spéciales de ces courbes qui 
contiennent les points cycliques, voir par exen)ple Scurôter, Math. An- 
nale/ij t. V, p. 5o et t VI, p. 85, ou Durége, Math. Annalen, t. V, p. 83. 



42 CHAPITBB I. 

de rotation 0/jt sont les trois points unis des systèmes plans 
en collinéation. Nous devons considérer comme droites unies, 
en dehors de la droite de TinOni, les droites qui joignent le 
centre de rotation aux points imaginaires de l'infini. 

k. Après avoir montré l'existence de la courbe AJ j, il est na- 
turel de lui adjoindre la courbe k\^ qui répond aux quatre posi- 
tions c7i,c7î,o-j,o-4. Les deux courbes ont en commun les points 
cycliques et, en outre, les centres de rotation Ou, 0,i, Ou ; par 
conséquent, elles se couperont encore, en général, en quatre 
autres points. Chacun de ces points jouit de la propriété que, 
pour lui, les cinq positions A©, Ai, Aj, A3, A4 appartiennent à 
un même cercle. Cela n'a pas lieu, en général, pour les points 
0îa,0a,,0iî. Nous arrivons donc au résultat suivant : 

Si ffo, 0*1, 0*1» o"3, <74 sont cinq positions quelconques du système 
plan 0-, // existe, en général, quatre points A pour lesquels 
Ao,Ai,A2, A3, Afc sont sur un même cercle. Les centres de ces 
cercles sont les points analogues de a' pour le mouvement indi- 
rect et in versemen t {^). 

5- Rapprochons indéfiniment les positions <To,o"i,o"i, choisies 
arbitrairement, et nous obtiendrons encore des théorèmes 
que Ton peut énoncer à chaque instant du mouvement d'un 
système. 

Toutefois, il est nécessaire de soumettre à une étude spé- 
ciale la question de savoir quels sont les caractères spéciaux 
que la coïncidence des points Ooi, 0,2 avec le centre instan- 
tané confère à la courbe Xtj. 

Comme la courbe ^03 contient les points Ooi,0i2, la courbe 
/:', qui prend naissance quand le mouvement est continu, 
sera tangente à la courbe polaire au point 0. Mais il s'agit de 
savoir de quelle nature est ce contact. Pour cela, revenons 
encore à des positions distinctes du système, et considérons 
une droite Iq de (Jq qui soit telle que l^ passe par 0,2. Alors la 
droite /j passera aussi par le point 0,2, ainsi que /'". Consi- 
dérons un point quelconque A de /, et déterminons les 
rayons normaux a^,a]^,a^. 

(*) Voir BuRMESTER, Civilingenieur, t. XXIII, p. 819. 
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Les premiers se coupent en A', qui est le centre de cour- 
bure de A, pour les positions (To,o"i,(72; de même, a\ et aj se 
coupent en A'' qui est le centre de courbure de A pour les 
positions <Ti, (722^3. Les deux points sont sur aj'. Mais, étant 
donnée la position spéciale de /, la droite a"{ est identique 
avec l'l\ et cela a lieu pour tout point de /. 

Si donc le point A se meut sur la droite /, les points A' et 
A'' décriront sur /{" deux séries projectives, et les points unis 
de ces séries sont des points de a' qui appartiennent à la 
courbe k^'. 

Ces deux points seront, dans le cas général, différents de 
Ou, car les points Ooi et O23 qui déterminent la correspon- 
dance des systèmes, et, par suite, la relation de projectivité 
entre les deux séries, peuvent toujours être choisis arbitrai- 
rement. 

Ce qui vient d'être dit ne subit pas de changement, si Ton 
passe à des positions consécutives. Dans ce cas, les séries 
ponctuelles, formées par A, A', A'^ sont toutes sur une même 
droite /. De plus, dans la relation projective existant entre 
A et A', le point se correspond à lui-même, et de même 
pour la projectivité existant entre A et A''; donc aussi pour 
les séries A' et A''. 

Le mouvement étant continu, un point double des séries 
viendra en 0, c'est-à-dire qu'un nouveau point de la courbe 
Â:J>3 vient en ; ce point eût été différent du centre de 
rotation pour un déplacement fini. Le point 0' est donc un 
point double de la courbe k^. Mais cette courbe passe par les 
points circulaires de l'infini, et l'on sait que, pour ces courbes, 
les tangentes au point double sont perpendiculaires l'une sur 
l'autre (*). L'une de ces tangentes étant la tangente à la 
courbe polaire, l'autre est la normale. Nous arrivons au 
résultat suivant : 

Si un système plan a se meut dans son plan, il existe à 
chaque instant une courbe du troisième ordre k^ dont les 
points décrivent des trajectoires ayant à ce moment un cercle 
de courbure stationnaire. Les centres de ces cercles forment 



( * ) Voir, par exemple, Schrôter, Ueber Curven dritter Ordnung {Math. 
Annal., t. VI, p. 85). 



44 CHAPITRE 1. 

une courbe k^' située dans le plan fixe a', et cette courbe est 
aussi du troisième ordre, et passe par les points cycliques du 
plan. Chacune de ces courbes possède au centre instantané de 
rotation un point double; les tangentes au point double sont 
la tangente et la normale aux courbes polaires. Dans le m.ou- 
çement inverse, les deux courbes échangent leur signification. 
Si un système plan a se déplace dans son plan, il y a, à 
chaque instanty et en général, quatre points tels que les 
cercles osculateurs de leurs trajectoires aient un contact du 
quatrième ordre avec les courbes. Les centres de ces cercles 
sont les points analogues du plan fixe <j' pour le mouvement 
indirect et inversement, 

6. Pour appliquer les théorèmes précédents à un exemple, 
nous considérerons le cas déjà étudié au paragraphe précé- 
dent au n° 6 (a). 

Nous avions démontré que le cercle des inflexions est un 
cercle de grandeur constante. Chacun de ses points décrit 
une droite et, par conséquent, appartient à chaque instant 
à la courbe k^. Il faut donc que celle-ci se décompose et nous 
donne le cercle et une droite m. Mais le centre du cercle des 
inflexions se déplace sur un cercle; il fait donc partie de k^ 
et, comme il n'est pas sur le cercle des inflexions, u passe 
par M. Il s'ensuit qu'à chaque instant les points qui passent 
par un sommet de leur ellipse trajectoire sont sur une droite 
passant par M. La droite u est donc toujours un diamètre 
du cercle des inflexions. Si nous considérons celui qui est 
perpendiculaire sur la tangente à la courbe polaire, les extré- 
mités de ce diamètre devront être considérées 'comme des 
points qui passent par un sommet de leurs ellipses. Donc la 
droite u est la normale commune aux courbes polaires. 

11 est à peine nécessaire de faire remarquer que ceci est 
une conséquence du théorème qui vient d'être démontré, et 
d'après lequel la courbe k^ possède en un point double 
pour lequel la tangente et la normale des courbes polaires 
sont les tangentes à k^ (*). 



(') RoDENBERG [Ueber die wàhrend der Bewegung projectw-verànderli- 
cher und starrer Système beschriebenen Curven und Flâchen ( Gôttinger 
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VI. — La courbure des enveloppes des courbes 

du système. 

1. On peut ramener Tétude de la courbure des enveloppes 
à celles des trajectoires de points. 

Pour le démontrer, considérons les trois positions Ko, Kj, K2 
d'un cercle quelconque. Soient Aq, Ai, A2 les positions de son 
centre {fig* i4). 

Supposons encore que l'on ait tracé les cercles K^^ Kj'*; 
leurs centres sont AJ*, Aj*. Joignons le centre de rotation O^i 

Fi g. 14. 




à Ao, Ap" et Ai; nous obtiendrons ainsi les droites /?o, p^S> Pi- 
Elles coupent les cercles correspondants aux points Bq, BJ^ et 
B,, et, pour fixer les idées, nous admettons que BJ* est situé 



Nachrichten, 1888, p. 176) s'occupe de rechercher les points du système pour 
lesquels plus de n positions consécutives sont sur une courbe de /i'*""' ordre, 
lorsque cette courbe est déterminée par n points; il traite aussi de quelques 
problèmes qui se rattachent à cette question. 



s. 



3* 
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entre Oq j et AJ*; par conséquent B© et Bi seront aussi entre O'q ^ 
et Ao ou Aj. Enfin les tangentes aux trois cercles en B©, BJ* et 
Bi sont trois droites correspondantes 60, b^, 61 de nos systèmes 
plans (To, (tJ*, (Tj. 

Nous effectuerons les mêmes constructions sur les cercles 
Kl, K7*, K,. Désignons par ^j, q^ et q^ les lignes de jonction de 
leurs centres avec Oj,. Les points d'intersection des cercles 
avec ^1, ^J*, ^2, qui sont situés entre les centres et le centre 
de rotation, sont Ci, Cf , Cj, et les tangentes en ces points sont 
^1» ^r» ^î- Concevons maintenant une courbe A: de c qui touche 
le cercle K. en B et C, mais qui, à part cela, peut être tout 
à fait arbitraire. La rotation autour de O'oi devenant infini- 
ment petite, b^ (1, 7) tendra vers la tangente commune 
à la courbe k et k son enveloppe. BJ* deviendra le point de 
contact instantané, et /?J* la normale à Tenveloppe en ce 
point. 

La même chose aura lieu pour c^, C'" et ^J*, lorsque la 
rotation autour de 0\^ deviendra infiniment petite. Et ces 
conclusions s'étendent à toutes les courbes k de a qui satis- 
font à la condition de toucher le cercle K en B et en C, quelle 
que soit la position relative des points Oqi et 0\^. 

Faisons encore Thypothèse d'un déplacement continu decr; 
O'oi et O12 sont deux points infiniment voisins de la courbe 
polaire de <j'. Alors B et C seront aussi infiniment voisins, et, 
comme k doit toujours toucher le cercle en B et C, K deviendra 
le cercle de courbure de la courbe k, et il suit de là que, pour 
toute courbe du système qui a pour cercle osculateur le cercle 
K, le point limite d'intersection de/?J* et q^^ est le centre de 
courbure de l'enveloppe. Mais/?^" est le rayon normal a\, q'[' 
le rayon a\ : donc le point d'intersection de p*^ et q^ sera à la 
limite le centre de courbure de la trajectoire de A. Nous 
sommes donc arrivés au théorème général suivant : 

Le centre de courbure de V enveloppe d'une courbe coïncide 
à chaque instant avec le centre de courbure de la trajectoire 
que décrit le centre de courbure de la courbe. 

2. Si nous nommons k' l'enveloppe de la courbe ky dans 
le mouvement inverse, k sera l'enveloppe de k', car les 
courbes k et k' se touchent à chaque moment, et ceci est 



MOUVEMENT d'uN SYSTÈME PLAN DANS SON PLAN. 4? 

une propriété purement géométrique, indépendante de notre 
situation dans a ou a'. La signification de la correspondance 
quadratique entre les systèmes a el <t' est donc beaucoup 
plus générale qu'il n'a été démontré datis le paragraphe pré- 
cédent. Car, si k et k' sont deux courbes quelconques dont 
l'une soit l'enveloppe de l'autre, leurs centres de courbure 
pour le point de contact instantané seront toujours deux 
points correspondants A et A' de la correspondance quadra- 
tique qui caractérise l'instant considéré du mouvement. 

Les courbes polaires € et €' sont aussi des courbes du 
genre de celles que nous considérons, et, en effet, €' est 
l'enveloppe de € pour le mouvement direct, et € celle de C 
pour le mouvement inverse. Les centres de courbure des 
deux courbes sont donc à chaque instant des points homo- 
logues des systèmes a et (t' se correspondant quadratique- 
ment. 

Les relations et les constructions qui ont été données au 
§ IV , relativement à un couple de points correspondants A et 
A' s'appliquent donc également aux centres de courbure des 
courbes € et €'. Si r el r' représentent maintenant les dis- 
tances du centre instantané de rotation aux centres de cour- 
bure d'une courbe et de son enveloppe, l'équation du §1V, 3 
s'appliquera aussi à ces points, et l'on aura 

(h 7 ) COS 7. —.-—, 

où a désigne l'angle que fait la ligne de jonction de A et A' avec 
la normale aux courbes polaires; les signes de /• et de r' sont 
définis de la même façon qu'au § IV. Si p et p' désignent les 
rayons de courbure des courbes polaires pour le centre instan- 
tané de rotation, on a 

I I \ r I I 

- H -. COSa --- -\ 7 = -r- • 

/• /-V p p' ho 

Cette relation est appelée, du nom de celui k\uï l'a donnée 
pour la première fois, équation de Savary (*). 

(') Cette équation fut établie par Euler : Supplementum de figura 
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3. Faisons maintenani l'hypothèse particulière que la courbe 
k est une droite. Son centre de courbure est à Tinfini; par 
conséquent le centre de courbure de son enveloppe est sur 
le cercle des inflexions w' de (t', et le fait analogue a lieu pour 
le mouvement inverse. Donc : 

Les centres de courbure des enveloppes de toutes les droites 
d'un système plan sont à chaque instant sur le cercle des 
inflexions de Vautre système. 

Inversement, si k est une courbe du système a dont le 
centre de courbure est sur le cercle des inflexions de o-, 
le centre de courbure de son enveloppe est rejeté à rinfmi, 
Tenveloppe possède un point d'inflexion. Il suit de là que : 

Si le centre de courbure d'une courbe appartenant à un 
système plan est sur le cercle des inflexionSy V enveloppe de 
cette courbe a un point d'inflexion au point de contact 
instantané, 

\, Pour appliquer les théorèmes précédents à quelques 
exemples, nous traiterons d'abord quelques cas dans lesquels 
les courbes polaires sont immédiatement données. 

(a) Mouvement cycloïdaL — Lorsqu'un cercle k roule sur 
une droite gy chacun de ses points décrit une c3xloïde or- 
dinaire. Le point de contact instantané du cercle et de la 
droite est à ce moment le centre de rotation. OA est donc la 
normale à la cycloïde. Si p est le rayon du cercle, on a, d'après 

l'équation précédente, - » ==7-) c'est-à-dire que le diamètre du 

cercle des inflexions est égal au rayon de la roulette. Mais 
ceci entraîne la connaissance du rayon de courbure de la 
cycloïde décrite par A, et il en est de même pour les courbes 
cycloïdales plus générales qui sont décrites par les points du 
plan du cercle mobile. 

(6) Les épi- et les hypocycloïdes, — Le mouvement est 
déterminé par le roulement de deux cercles l'un sur l'autre. 

dentium rotarum {A-ovi comment. Petr., t. XI, p. 207; 1765), Savary la 
donna à son cours de l'École Polytechnique ( Voir Ciiasles, Journal de 
Liouville, i" série, t. X, p. 2o!\). 
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Le point de contact des deux cercles est encore le centre 
instantané de relation. Comme les centres des deux cercles 
sont les centres de courbure des courbes polaires, nous pour- 
rons donc construire sur la normale aux courbes polaires le 
point correspondant du cercle des inflexions. Ainsi le dia- 
mètre de ce cercle est connu, et le centre de courbure de la 
trajectoire de tout point du plan pourra être construit. 

(c) Les podaires, — Si k' est une courbe quelconque, A*' 
un point fixe dans son plan, et que de ce point on abaisse des 
perpendiculaires sur les tangentes à la courbe, les pieds des 
perpendiculaires constitueront la podaire. On peut encore la 
définir comme le lieu du sommet d'un angle droit dont un 
des côtés a passe constamment par un point i\\e A', pendant 
que l'autre b reste tangent à une courbe Vixe. Soit B le point 
instantané de contact de b et k'; la perpendiculaire élevée en 
B sur b et celle élevée en A' sur a se coupent au centre 
instantané de relation 0. Donc SO est la normale à la podaire. 
Nous connaissons déjà les points et A' du cercle des 
inflexions du mouvement inverse; ce cercle contient aussi le 
centre de courbure de la courbe donnée k',] Si donc on con- 
naît le rayon de courbure de k\ on pourra construire le 
cercle des inflexions et, par suite, aussi le rayon de courbure 
de la podaire. 

5. Un dernier exemple. Supposons qu'un système plan o- 
se déplace de telle façon qu'une de ses droites^ jouisse de la 
propriété de rester tangente à la trajectoire d'un de ses points 
A. La perpendiculaire /, élevée en A sur g, est également 
une droite fixe de o". Elle est toujours normale à la trajectoire 
de A et, par conséquent, passe par le centre instantané de 
rotation. A chaque instant, un des points de / devient donc 
centre instantané, c'est-à-dire que dans a le lieu de ces points 
est /, qui est donc la courbe polaire de c. 

Le point A décrit une développante de la courbe polaire du 
système a'. Cette développante est en même temps l'enve- 
loppe de g. La droite ^ enveloppe, par suite, la courbe que 
décrit son point de contact. Donc : 

Si un système a se déplace de telle façon que Vune des 
droites du système em^eloppe la même courbe que celle que 

S. 4 
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décrit son point de contact y la normale l à la courbe est l 
courbe polaire de a et sa développée est la courbe polaire 
de 0"'. • 

» 

On peul> dans ce cas, déterminer immédiatement les cercles 
des inflexions de a et de o-'. Il suit, en elTet, de Téquation de 
Savary, qu'ils ont pour diamètre le rayon de courbure de la 
développée. 

6. Dans Téquation de Savary, que Ton a établie plus haut, 
les rayons de courbure p et p' sont défînis de telle façon que 
chacun d'eux doit être considéré comme positif quand il est, 
par rapport à la tangente à la courbe polaire, du même côté 
que le cercle des inflexions de son système. 

S'il arrive que p et p' soient du même côté de cette tangente 

et que p soit égal à p', l'expression -4- -7 est nulle, et Aq» 

P r 

c'est-à-dire le diamètre du cercle des inflexions, est inflni- 
ment grand. Dans ce cas, le cercle des inflexions se réduit 
à la tangente à la courbe polaire. 

Celle conclusion, tirée de l'équation de Savary, est liée à 
une condition. Nous la trouverons de la manière suivante : 

Imaginons d'abord que les rayons de courbure p et p' soient 
toujours tournés de côtés différents, les courbes polaires se 
toucheront extérieurement et rouleront extérieurement Tune 
sur l'autre. Mais si p et p' sont dirigés du même côté, les 
courbes C et €' se toucheront intérieurement et il y aura un 
roulement intérieur. 

Pour flxer les idées, admettons que, à un instant quel- 
conque, p soit plus petit que p', et considérons a comme 
système mobile et a' comme système fixe; alors la courbe C 
roulera momentanément dans l'intérieur de C Mais, si les 
deux rayons de courbure deviennent peu à peu égaux entre 
eux, le diamètre du cercle des inflexions croîtra toujours et 
finira par devenir infiniment grand. 

Si, après que p et p' seront devenus égaux, p devient plus 
grand que p', la courbe €' sera à rintérieur de €, qui alors 
entourera €', et nous nous rendons compte que, dans le mo- 
ment où p et p' deviennent égaux entre eux, un changement 
de sens a lieu dans la rotation du système a. Dans cet instant, 
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abstraction faite du centre instantané, tout point A du système 
et, par conséquent aussi, tout point de la tangente à la courbe 
polaire passera par un point de rebroussement, et aucun 
point ne passera à ce moment par un point d'inflexion. Cela 
a lieu aussi bien pour le mouvement direct que pour le mou- 
vement indirect. Nous arrivons ainsi au résultat suivant : 

Si, à un moment quelconque du déplacement, les courbes 
polaires se touchent intérieurement, et que la différence de 
leurs rayons de courbure change en même temps de signe, 
tous les points des deux systèmes passeront par des points de 
rebroussement de leurs trajectoires. 

Inversement, on voit que les courbes polaires devront jouir 
de la propriété énoncée ci-dessus pour qu'à un instant donné 
tous les points du système passent par un point de rebrous- 
sement de leurs trajectoires, à l'exception du centre instan- 
tané. Si, par exemple, un cercle roule sur une section coni- 
que et que le diamètre du cercle soit compris entre les deux 
axes de l'ellipse, cela arrivera aux points où le cercle est 
osculateur à la conique (*). 

( * ) Voir Mehmke , Ueber die Bewegung eines starren ebenen Systems 
in seiner Ebene {Schlômilch's Zeitschrift f. Math., Not. 35, p. i et 
65). Mehmke y étudie l'influence exercée sur la courbure des trajectoires 
par l'ordre du contact des courbes polaires et les singularités que pré- 
sentent ces courbes en leur point de contact. 
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MOUVEMENT D'UN CORPS AUTOUR D'UN POINT FIXE. 



I. — L'axe de rotation et les cônes polaires. 

1. Imaginons qu'un corps se déplace autour d'un point Vixe. 
On désignera par S' l'espace immobile dans lequel il se meut. 
Nous supposons que le corps S soit illimité dans toutes les di- 
rections. Chacun de ses points décrit dans le mouvement une 
courbe sphérique, et il est évident que toutes les courbes qui 
sont décrites par les différents points d'une droite passant 
par ont les mêmes propriétés géométriques. 

Il suflît donc de considérer le corps mobile S comme une 
gerbe et d'étudier le mouvement d'une gerbe autour de son 
centre. Dans la Géométrie synthétique, chaque gerbe apparaît 
en général comme Tensemble de ses rayons et de ses plans. 
Il est important pourtant de remarquer que, étant donnée la 
nature de notre sujet, on devra également considérer sur 
chaque rayon de la gerbe l'ensemble de ses points. 

De même que dans le § I du Chapitre précédent, nous dé- 
signerons les points, rayons et plans de S par des lettres sans 
indices lorsqu'il s'agira de définir des éléments déterminés de 
la gerbe S, sans qu'il soit question de leur position dans l'es- 
pace S'. Au contraire, les différentes positions qu'un point A, 
un rayon a ou un plan s de S occuperont successivement seront 
désignées par A^, Aj, A2, . . . , <^o> ^19 ^i,- - -, So» £i> £2» • • • et Sq, 
Si, Sj seront les positions correspondantes de S dans S'. 

Tous les points de la gerbe qui sont sur une sphère décrite 
de comme centre se déplacent sur cette surface sphérique. 
Le mouvement du corps lui-même est déterminé par celui de 
cette sphère. C'est pourquoi on a coutume de traiter du mou- 
vement d'un corps autour d'un point fixe en étudiant le mou- 
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vemenl d'un système sphérique sur sa propre sphère. Nous 
préférons, au coniraire, considérer le mouvement comme 
étant celui d'une gerbe autour de son centre. 

2. Soient donc S et Sj deux positions quelconques de la gerbe 
mobile, et «o» ^o» ^i> ^^i les positions correspondantes de deux 
rayons a et 6. Les deux rayons ao, «i sont porteurs de deux ponc- 
tuelles congruentes ; les rayons forment deux couples d'angles 
opposés par le sommet. Nous conviendrons d'entendre tou- 
jours par angle («o^i) celui des deux angles dont il faut faire 
tourner a^ pour que, a^ tombant sur a,, les deux ponctuelles 
congruentes coïncident point par point. 

Traçons les bissectrices aJJ* et 6J* des angles ainsi définis 
(^o<3Ji)> (^o^i) et par a'^ menons le plan ajf perpendiculaire sur 
(ao«i)» par 6J' le plan (3 q' perpendiculaire sur {bç^b^). Les deux 
plans, que l'on désignera sous le nom de plans normaux des 
rayons a et b, se coupent suivant une droite a: passant par le 
point fixe 0, et il est facile de voir que, par une rotation au- 
tour de X, «0 et 6o arrivent en même temps à coïncider avec 
«1 et ôj, et cela de façon que la coïncidence se fasse point par 
point sur chaque rayon. 

Par suite de cette rotation, chaque rayon Cq viendra donc 
aussi coïncider point par point avec le rayon c, (*). Donc : 

Tout déplacement d'un corps dont un des points, 0, reste 
fixe, peut être ramené à une rotation autour d'un axe fixe 
passant par 0. Les plans normaux de tous les rayons du corps 
se coupent suivant cet axe (*). 

L'axe fixe s'appelle axe de rotation, Si,dans les deux gerbes 
congruentes et concentriques, nous considérons encore l'en- 



(') C'est ce qu'on démontrera de la même façon que pour le théorème 
analogue du Chap. I, § I, 2, se rapportant aux systèmes plans. 

(») Ce théorème a été donné par Euler dans les : Formules générales 
pro translatione quacunque corporum rigidorum ( Novi Comm. Acad. , 
t. XX, p. 202; 1776 ). 

Il ne fut trouvé que vingt-cinq ans après le théorème correspondant pour 
un déplacement infîniment petit. Celui-ci fut découvert déjà en 17^9 par 
d'Aiembert {Recherches sur la précession des équinoxes, p. 83 ; Paris, 1749)1 
et bientôt après par Euler lui-même [Découverte d'un nouveau principe 
de Mécanique {Mémoires de l'Académie de Berlin, p. iS5; 1750)]. 
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semble de tous les points situés sur les rayons, c'est-à-dire si 
nous les considérons comme deux espaces congruents qui 
ont en commun le point comme élément uni, l'axe de 
rotation sera la droite commune aux deux espaces, et telle que 
chaque point de cette droite se corresponde à lui-même. De 
plus, le plan | perpendiculaire sur x se correspond également 
à lui-même. 

3. Si Co et Cl sont deux rayons correspondants quelconques 
de So et Si et si c^ est la droite d'intersection des plans \ et 
[CoC,],cJetcJ' sont perpendiculaires l'une à l'autre; car cj est 
perpendiculaire sur j7, et cj* est la projection de x sur [coCi]. 
Donc, pour chaque rayon c du faisceau S, Cq, cJ*, Ci, cJ forment 
un faisceau harmonique. Soient £o et Si deux plans correspon- 
dants de So et Sj. Désignons leur ligne d'intersection par h^ 
en tant que rayon de e©, et par a^ en tant que rayon de 6i. A ^o 
et «1 correspondront respectivement, dans S, et So, les rayons 
6i et «0- Les droites correspondantes a^ et h"^ sont égale- 
ment deux rayons homologues de £© et gi. On les appellerai© 
et /ii; £j' est le plan passant par h^ et h^. Les angles que ej* fait 
avec £o et £i sont égaux entre eux. Si donc AJ* est la bissec- 
trice de l'angle (^o^i)» ^ï* est la projection de x sur £j', c'est- 
à-dire que le plan [a?AJ*] est perpendiculaire sur £j*. 

Les deux faisceaux égaux de rayons situés dans £© et £i en- 
gendrent un cône k^ de deuxième classe qui a pour plans 
tangents £o, £i, £j* et le plan double \. Deux des plans tangents 
à ce cône sont coupés par tous les autres suivant des faisceaux 
projectifs de rayons. 

Mais, comme ao>«?S«i>«î sont quatre rayons harmoniques, 
£o,£j',£i et I coupent le plan [«o^i] suivant un faisceau harmo- 
nique, et la même chose aura lieu pour tout autre plan [coC,] 
du cône. Comme Co,cJ*,Ci,c^ sont aussi des rayons en situa- 
tion harmonique, il s'ensuit que £j' coupe le plan [cocj sui- 
vant cj*, c'esl-à-dire que toutes les droites cj* qui correspon- 
dent aux différents rayons du faisceau situé dans £ se trou- 
vent dans £0^*. Donc : 

Si £ est un plan quelconque de la gerbe S, et que a soit un 
rayon quelconque dans ce plan, les bissectrices aj* des angles 
a^ay) sont toutes dans un seul et même plan e^. 
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On appellera ce plan \e plan médian de s. 

Donc, non seulement il correspond à chaque rayon aQ de Sq 
un rayon déterminé aj*, mais à tous les rayons «o d'un plan £o 
correspondent les rayons a^ d*un plan eJ*. Les rayons aj* for- 
ment donc une gerbe en collinéation avec So et Si, et il suit 
de là que : 

Les gerbes formées par les bissectrices a^ et les gerbes Sq 
et Sj sont des gerbes en collinéation qui ont comme éléments, 
unis Vaxe de rotation x et le plan \ qui lui est perpendicu- 
laire. 

k. On peut considérer tout plan tangent au cône â:^ comme 
étant déterminé par les droites cj* et c^ perpendiculaires l'une 
sur l'autre. Mais cj* est toujours situé dans e"\ et c^ dans ^. 
Donc le cône k^ peut également être engendré en déplaçant 
l'angle droit {C^c^) de telle manière que son sommet reste 
invariablement en 0, pendant que l'un de ses côtés tourne 
autour de dans le plan |, et que la rotation deTautre se fait 
dans le plan ej". Alors le plan de cet angle enveloppe le 
cône k^. 

Soit e le rayon de la gerbe S qui est perpendiculaire à e; 
les deux faisceaux congruents dont les axes sont e^ et e^ 
engendreront un cône K' du second ordre. Si yo et y^ sont les 
plans de ces faisceaux qui sont perpendiculaires sur c© et Cj 
la ligne d'interseclion (yo yx) est perpendiculaire au plan 
[co Cl], c'est-à-dire que K^est le cône supplémentaire de k^. 
Mais Co, cj*, Cl, c% sont quatre rayons harmoniques, et cj* et c% 
sont les bissectrices des angles que font entre elles Co et c^ Il 
s'ensuit immédiatement que yo> y\ et les plans y m et yx qui sont 
perpendiculaires sur cj*et cj se coupent tous suivant la géné- 
ratrice (yo yi)) qu'ils forment un faisceau de plans en situation 
harmonique, et que y m et yx bissectent les angles dièdres 
formés par yo et y,. De plus, la droite c;J est toujours dans le 
plan ^ et cj' toujours dans ej*. Donc yx passe par x et y,„ par 
la droite m perperdiculaire à sj*. Le cône K* contient donc 
a? et m et peut aussi être engendré au moyen des deux plans 
yx et y m qui tournent autour de x et de m, en restant toujours 
perpendiculaires l'un sur l'autre. 

C'est pourquoi ce cône sera désigné sous le nom de cône 



m 
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orthogonale^). Les faisceaux qu'engendrent les plans /a- et y 
sont projectifs. Soit a un plan quelconque perpendiculaire 
à X. 11 coupe les deux faisceaux de plans suivant des faisceaux 
de rayons. Mais le rayon (ay,«) est Tintersection de deux 
plans perpendiculaires à y^; donc il est perpendiculaire sur y^:» 
et, par conséquent aussi, sur la droite (a^y), suivant laquelle ya- 
est coupé par a. Deux rayons correspondants de deux faisceaux 
sont donc perpendiculaires l'un sur l'autre; ils engendrent 
un cercle, et la ligne de jonction des points {aœ) et (am) 
est un diamètre du cercle. La même chose a lieu pour les 
plans perpendiculaires à m. 

Observons encore que deux cônes réciproques sont tel- 
lement situés Tun par rapporta l'autre que les lignes focales 
de l'un sont perpendiculaires aux plans cycliques de l'autre; 
nous obtiendrons finalement le résultat suivant : 

Les plans qui passent par les rayons correspondants Cq et c^ 
de deux faisceaux de rayons z^et s, enveloppent un cône qui 
a pour lignes focales Vaxe de rotation x et la perpendiculaire 
élevée en O sur ej*. Chacune de ces droites est perpendiculaire 
à un plan tangent du cône, x à '^ et m à e^". 

Les droites suivant lesquelles se coupent les plans corres- 
pondants de deux faisceaux Cq et e^ de Sq et Sj engendrent un 
cône orthogonal. Si Cq et e, sont les axes des deux faisceaux,, 
et que s soit le plan de la gerbe S qui est perpendiculaire à Cy 
'E, et gj* sont les plans cycliques de ce cône. 

Soient g et h deux génératrices du cône K^ qui sont symé- 
triquement placées par rapport au plan diamétral [x m], K^ 
résultera de l'intersection des faisceaux projectifs 

g [cqX Cl m], h[eçfX Cim], 

Mais on a démontré plus haut que 

Meogx)z= /\{a:gei)=z^A(eogei), 
/\ (co h x) = /\ {x h Cl) = \ /\ (cq h Cl) , 

(*) Cette dénomination est due à Schrôter : Ueber ein Hyperboloid 
besonderer Art {Jour, fur reine und angew. Math., t. LXXXV, p. 4i et 79). 
Turazza découvrit que les cônes qui se présentent ici sont orthogonaux 
{Memorie del Reale Inst. Veneto, t. XV, p. 474)' 
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De plus 

Donc aussi 

/\ {cq g x) ^^ \ {e^ Il x) et A {x g e^) =: A {x h 61). 

Trois plans de Tun des faisceaux font donc entre eux les 
mêmes angles que les plans correspondants de l'autre 
faisceau; donc les deux faisceaux sont congruents, et il suit 
de là que : 

Deux rayons qui font le même angle avec V axe de rotation 
peuvent servir à engendrer le cône orthogonal K* au moyen 
de deux faisceaux de plans congruents. 

11 en résulte pour le cône supplémentaire : 

Deux plans de k^, qui font le même angle avec l'axe de 
rotation, sont coupés par l'ensemble des plans tangents sui- 
vant deux faisceaux congruents de droites. 

5. Les résultats obtenus plus haut sont indépendants de la 
grandeur du déplacement que subit la gerbe S. Ils subsis- 
tent donc lorsque les positions So et Si se rapprochent indéfi- 
niment. 

Nous pourrons les appliquer à deux positions infiniment 
voisines d'un corps qui exécute un déplacement quelconque 
autour d'un point fixe. Alors les plans [«o ^i] deviennent les 
plans tangents aux surfaces coniques engendrées par les 
rayons du corps, et les plans aj deviendront les plans 
normaux. 

Donc : 

Lorsqu'un solide se déplace autour d'un point fixe, il exé- 
cute à chaque instant une rotation infiniment petite autour 
d'un axe passant par le point fixe. Cet axe s'appelle /'axe 
instantané de rotation. Les plans normaux aux cônes décrits 
par les rayons du corps passent par cet axe. 

Et encore : 

Les plans tangents à toutes les surfaces coniques que décri- 
vent les rayons d'un plan e enveloppent à chaque instant un 
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cdne de second ordre qui est tangent à t et au plan Ç perpendi- 
culaire à l'axe de rotation. Le cône est supplémentaire d'un 
cône orthogonal et a pour lignes focales Vaxe de rotation 
et la normale à e. 

Chaque plan de la gerbe enveloppe un cône au cours- du 
mouvement. Chacune des génératrices est la droite d'inter- 
section de deux positions infiniment voisines de £. Pour 
obtenir les propriétés de ces surfaces, nous ferons se rappro- 
cher indéfiniment £o et t^. A la limite, ej* se confondra 
avec £o et h^ deviendra génératrice de contact de £ avec la 
surface conique. Comme pour tout déplacement de la gerbe S, 
£j* est perpendiculaire sur le plan [^^J"]; la projection de œ 
sur £ est à chaque instant la droite suivant laquelle £ touche 
son enveloppe. Le plan normal à la surface conique passe 
donc toujours par l'axe de rotation. 

6. Soit K une surface conique quelconque de la gerbe mo- 
bile, le même théorème aura lieu pour Tenveloppe de K. Si, en 
effet, Ko, K,, KJ* sont les surfaces coniques correspondantes 
de So, Sj, SJ*, nous ferons passer par Taxe de rotation un plan 
ttJ* normal à KJ* le long de 6J*. Construisons alors le plan pj* 
qui touche KJ* suivant b^, et déterminons les droites et les 
plans correspondants dans Sq et Sj. Le plan Sq touche le cône 
Ko le long de ^o> de même Si touchera Kj le long de b^; b^ et 
6, sont les droites d'intersection de SJ* avec So et Si. Comme 
b^ est la projection de l'axe de rotation sur SJ*, b^ et ^i sont 
ses projections sur So et Si. Donc, les plans homologues de 
TT^ sont TTo et TTi, plans normaux aux cônes K© et Ki suivant 
^0 et ^1. 

Si nous passons à la limite, SJ* deviendra le plan tangent 
à l'enveloppe de K, et il s'ensuit que le plan normal à l'en- 
veloppe de K passe à chaque instant par l'axe de rotation. 

Donc : 

Lorsqu'un corps se meut autour d'un point fixe^ les plans 
normaux aux enveloppes de tous les plans et de tous les cônes 
de ce corps le long des génératrices de contact passent par 
l'axe instantané de rotation. 

En particulier, il suit encore que : 
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Si g est l'axe d' un faisceau quelconque de plans de S, l'en- 
semble des rayons suivant lesquels ces plans touchent leurs 
enveloppes forme à chaque instant un cône orthogonal dont 
les plans cycliques sont perpendiculaires sur g et sur l'axe 
instantané de rotation. 

Pendant le mouvement continu de la gerbe S, l'axe instan- 
tané de rotation changera à chaque instant aussi bien dans S 
que dans l'espace fixe S\ L'ensemble des axes forme, dans S 
comme dans S', une surface conique. Pour reconnaître la 
manière dont ces surfaces se comportent l'une vis-à-vis de 
l'autre, nous n'avons qu'à reprendre, dans la géométrie de la 
gerbe, les recherches qui ont été faites au § II du Chapitre I 
pour la géométrie du plan. Nous reconnaîtrons alors que la 
surface conique r de la gerbe S roule sur la surface conique r' 
de l'espace invariable, c'est-à-dire que : 

Tout mouvement d'un corps autour d'un point fixe a lieu 
de telle façon qu'un cône appartenant au corps mobile roule 
sur un cône de l'espace fixe. 

Nous appellerons ces cônes cônes des axes ou cônes po- 
laires (*). 

7. Imaginons un observateur qui soit invariablement lié à 
la gerbe S; pour lui l'espace S' se déplacera dans la gerbe S. 
Ce déplacement sera encore qualifié ^'inversion du premier 
mouvement. 

Les notations seront choisies en tout semblables à celles 
du Chapitre I. Nous considérerons maintenant l'espace S' 
comme formant également une gerbe; nous désignerons ses 
rayons et ses plans par a' et t' lorsque leur position vis-à-vis 
de S ne sera pas en question, etparaj,, «i, «j»- • •> êo> ê'i> ^'-i^- - - 
leurs positions successives. Les droites et les plans dérivés 
seront a^', a^', sj*', .... 

Les théorèmes concernant les rapports des deux mouve- 
ments trouvés au Chapitre précédent se présenteront encore 
ici sous une forme analogue. En premier lieu, on voit que le 

(') Les cônes polaires ont été découverts par Poinsot {Journal de Liou- 
ville, t. XVI, p. 26). 



6o CHAPITRE II. 

mouvement inverse est caractérisé par le roulement du cône 
polaire F de S' sur le cône polaire F de S. De plus, chaque 
rayon b' de S' décrit une surface conique située dans S. Soient 
encore S© et Sj deux positions de la gerbe S par rapport à S% 
par suite S'o et Si les positions correspondantes de la gerbe S' 
par rapport à S. Nous construirons le plan normal ajf d'un 
rayon quelconqueao^eSiet nous considérerons un rayon quel- 
conque 6J, de ce plan. On peut montrer que le plan normal p^/ 
de b'^ passe par «o- En efifet, les angles que b'^ fait avec «o et a, 
sont égaux; il faut donc que, dans le mouvement inverse, a© 
fasse avec b^ et b\ des angles égaux, car cette propriété est 
indépendante de l'immobilité de S ou de S'. Donc : 

Si le plan normal du rayon a de S passe par le rayon b' 
de S', dans le mouvement inverse, le plan normal de b' passera 
par a. 

De môme, pour un mouvement continu : 

Si, à un instant quelconque, le plan normal à la sur/ace co^ 
nique décrite par a pa^se par le rayon b' de S', dans le mou- 
vement inverse^ le plan normal à la surface conique que dé- 
crit b' dans S passera par a. 

Avec l'aide de ces théorèmes, nous démontrerons, exacte- 
ment de la même manière qu'au précédent Chapitre, Texis- 
tence d'une relation quadratique entre S et S'. 



IL — La correspondance quadratique. 

1. Soient Sq, Si, Sj trois positions arbitraires de la gerbe S. 
Désignons par a^, a^, a^ les positions correspondantes d'un 
rayon a de S; et de plus par aj* et aj'* les bissectrices des 
angles (t7o«i) et (ai«î)î psir «o et oC{ les plans normaux cor- 
respondants. Les deux plans aj et oC{ se coupent suivant une 
droite a' qui est l'axe d'un cône de révolution passant par 
«o> ^\y û5j. Considérons un plan quelconque Eq de Sq; les plans 
normaux de ses rayons forment un faisceau de plans dont 
l'axe est x'^^, et qui est en position perspective avec les rayons 
du plan médian. De même, les plans normaux (x\ forment un 
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faisceau perspectif aux rayons af du plan médian Ej" qui a pour 
axe wi/ j 2 * 

Les deux faisceaux sont donc projectifs et engendrent un 
cône du second ordre qui passe par ^oi et^ij.Maisil contient 
aussi l'axe de rotation x'^^ commun aux gerbes S2 et Sq, car 
chaque rayon a est Tintersection des trois plans normaux qui 
bissectent les angles (ao^i), («2<3?o)> («i«2)> ^t sont perpendi- 
culaires aux plans de ces angles. Commet' est à la fois dans 
al et ajf, il résulte de l'avant-dernier théorème du précédent 
numéro que a est la droite d'intersection des plans normaux 
aj'etaj'dans le mouvement inverse; c'est donc l'axe du cône 
de révolution qui contient aj,, a\y a\. La signification géomé- 
trique des rayons a et a' de S et S' qui se correspondent de 
cette façon est donc complètement réciproque. Il s'ensuit 
qu'inversement, si les rayons a' de S' sont dans un plan z\ 
les droites correspondantes ûj de S formeront un cône du 
second ordre qui passe par ^2o> ^^u ^n» Deux gerbes qui sont 
liées de cette façon l'une à l'autre sont dites en correspon- 
dance quadratique, et ^12, ^20» ^01 ou x\^y x\^, x'^^ sont les 
rayons principaux, 11 suit de là que : 

Si à chaque rayon a de la gerbe S nous faisons corres- 
pondre le rayon a' de la gerbe S', suivant lequel se coupent 
les plans normaux a\ et oL{y a sera aussi l'intersection des 
plans normaux «y' et cl{ pour le mouvement inverse. Les deux 
gerbes qui sont ainsi liées Vune à Vautre sont en correspon- 
dance quadratique. Les rayons principaux de S' sont les trois 
axes de rotation du mouvement direct, et les rayons princi- 
paux de S sont les axes de rotation du mouvement inverse. 

Les axes de rotation x^^^ ^j^, x^^ de la gerbe S forment un 
trièdre, et de même ceux de S'. On démontrera d'une ma- 
nière analogue à ce qui a été fait pour la Géométrie plane 
(Chap.I, § 11,2) que les deux trièdres sont ^e'& figures symé- 
triques. Supposons que les gerbes S et S' soient dans la posi- 
tion origine Sq et SJj, alors ^01 et x'^^ coïncideront, ainsi que 
x^Q ei «^'20* 

2. Continuons à supposer que S et S' soient dans la position 
origine, Sq et S^. Soit n un plan quelconque perpendiculaire 
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à û^Qiy il coupera les deux systèmes qui se correspondent qua- 
dratiquement suivant deux systèmes plans reliés de la mênne 
façon. Les points principaux seront X12, X,o, Xoi, etX'u, Xi^, 
Xq 1, qui sont les points d'intersection de ri avec les lignes prin- 
cipales de la gerbe. Comme ri est perpendiculaire sur x^^yles 
deux triangles formés par les points principaux sont des fi- 
gures symétriques. Donc les systèmes plans superposés sont 
complètement identiques avec les systèmes plans correspon- 
dants a et d' que nous avons étudiés au Chapitre précédent. 
Il nous est donc permis de transporter au cas présent les ré- 
sultats obtenus. Les systèmes plans, intersections de ri avec 
S el S', seront aussi désignés par <j et o-', et nous pourrons ap- 
pliquer à ces systèmes tous les résultats trouvés en Géométrie 
plane (*). 

Nous avons ainsi résolu en principe les problèmes qui se 
rattachent à la correspondance quadratique de S et de S'. Il 
nous suffira de déduire, des propriétés connues des systèmes 
(T et c', les propriétés correspondantes des gerbes S et S'. 

A la droite de Tinfini de l'un des systèmes plans, correspond 
dans l'autre le cercle circonscrit au triangle des points prin- 
cipaux. Mais la droite de l'infini de chacun des deux systèmes 
est l'intersection des plans ^01 et m, ^01 = ^01 étant le plan 
normal perpendiculaire à ^01 = j^^f I^ s'ensuit qu'au plan ^01 
correspond, dans chaque gerbe, un cône qui passe par l'axe de 
rotation, et qui est coupé suivant des cercles par les plans 
perpendiculaires sur Xqi. Ce cône est donc orthogonal, et il 
est visible qu'il est complètement déterminé par les trois 
rayons principaux. Nous désignerons le cône de S qui corres- 
pond au plan ^^i par Wou et celui de S' qui correspond au 
plan loi par W'oij; on a démontré que les deux cercles des in- 
flexions situés dans o* et o-' ont même diamètre, donc les 
angles d'ouverture de W012 et W^n sont égaux entre eux. 



(*) Aronhold, dans les conférences de Géométrie cinématique qu'il fît 
au Polytechnicum de Berlin, montra le premier comment on peut ramener 
à des constructions planes celles qui se présentent par la gerbe. Sa mé- 
thode a été exposée par Buka. Elle contient déjà les principes de la repré- 
sentation donnée dans le texte [Voir Buka, Dos sphàrische Kurbelgetriebe 
{Inaugural Dissertation, Gôttingen, 1876)]. 
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3. Si les positions So, Si, Sg se rapprochent indéfiniment, 
nous obtiendrons des théorèmes applicables à chaque instant 
au mouvement d'un corps autour d'un point fixe. Alors «'de- 
vient l'axe de courbure de chaque point de a. Nous désigne- 
rons cette droite sous le nom ^'axe de courbure du rayon a. 
Dans ce sens a sera aussi Taxe de courbure de a! pour le 
mouvement»inverse, et l'on a ce théorème : 

Si un corps se meut autour d'un point fixe, et si a' est Taxe 
de courbure du rayon a, a sera de même axe de courbure 
de a' pour le mouvement inverse. Si nous faisons correspondre 
ces rayons l'un à l'autre, les gerbes de rayons qui se corres- 
pondent ainsi sont en correspondance quadratique. Les rayons 
principaux se confondent avec Vaxe instantané de rotation, 
et les plans principaux avec le plan tangent commun aux 
cônes polaires. 

Les cônejs orthogonaux W012 et W'j> j j deviendront à la limite 
deux cônes également orthogonaux W et W qui touchent le 
plan tangent commun aux cônes polaires F et F, le long de 
l'axe instantané de rotation. Imaginons que le plan normal 
à r et F mené par ^ coupe le cône W en a et W Qn v'; x et 
V seront les deux rayons de W sur lesquels les plans de sec- 
tions circulaires sont perpendiculaires, et x' et v' les rayons 
analogues du cône W. Chaque rayon 5 de W est caractérisé 
par ce fait que son axe de courbure est perpendiculaire sur^, 
et la même chose a lieu pour les rayons t' du cône W dans le 
mouvement inverse. Les rayons des deux cônes jouissent en- 
core d'une autre propriété géométrique. Le plan {sx) est le 
plan normal du rayon s\ de plus, chacun des rayons s est pro- 
jeté de a: et de w au moyen de deux plans perpendiculaires; 
donc le plan [5w] est le plan tangent le long de 5. La même 
chose a lieu pour les rayons du cône W, et cela aussi bien 
pour le mouvement direct que pour le mouvement inverse. 
Donc : 

• 

Les plans tangents aux cônes trajectoires des rayons du 
cône orthogonale passent tous par une même droite, savoir 
la droite u de ce cône. De même les plans tangents des rayons 
du cône orthogonal e' passent tous par le rayon v' de ce 
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cône. Cela a lieu aussi bien dans le mouvement direct que 
dans le mouvement inverse. 

Nous venons de faire voir qu*aux rayons de tout plan 
£ de S correspond, dans la gerbe S', un cône du second ordre 
qui contient les trois axes de rotation x\^^ x\^j x'^^ du mou- 
vement inverse. Cela a lieu pour des positions quelconques 
So, S,, S2 de la gerbe S, donc aussi pour des positions infini- 
ment voisines. Dans ce cas W sera osculateur le long de œ 
au cône du second ordre dont il vient d'être fait mention, et 
la même chose a lieu pour W, par rapport au cône qui cor- 
respond aux rayons d'un plan t' de S'. 

Donc : 

Tous les cônes du second ordre de la gerbe S' qui corres- 
pondent aux plans s de la gerbe S sont osculateurs au cône 
orthogonal W le long de l'axe instantané de rotation; de 
même, le cône orthogonal W est osculateur à tous les cônes 
du second ordre de la gerbe S qui correspondent aux 
faisceaux plans de rayons de S'. 

Les cônes W et W jouent, dans la correspondance qua- 
dratique des deux gerbes le même rôle que les cercles des 
inflexions dans la correspondance quadralique des plans 

c et (t'. 

V. Nous avons démontre, au § VI du Chapitre précédent, 
que la signification géométrique des deux points correspon- 
dants A et A' des systèmes plans a et o-', en relation quadra- 
tique, pouvait s'étendre aux enveloppes des courbes du 
système. 

La môme chose a lieu, comme on va le faire voir, pour le 
mouvement d'une gerbe de rayons autour d'un point fixe. 

Soit, en effet, R un cône de révolution quelconque de la 
gerbe S; Ro, R,, R2 ses positions dans So, S,, Sa et R'J, R"]f 
les cônes correspondants des gerbes S'J, SJ* en collinéation 
avec S. En général, ce ne sont pas des cônes de révolution, 
mais cela n'est pas essentiel, comme le montre la suite do 
ces recherches. 

Soit a l'axe du cône R, «o» ^i> «2 ses positions dans So, S;, S, 
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et aj*, «7 les droites correspondantes de SJ* et S7. Les plans 

sont des plans correspondants des gerbes Sq, SJ* et Si- 

Soit b^ Tune des droites suivant lesquelles ttS* coupe le 
cône RJ*, et, pour fixer les idées, admettons que 6J* soît 
situé entre ;rj,j et aj*. Alors tcq coupera le cône R© suivant 
boy et TTi le cône Ri suivant 6j, et bo sera également situé 
entre a:'^^ et eio; ^1 entre ^r'^^ et «i. Enfin, soit PJ* le plan 
tangent au cône RJ* le long de 6J*; les plans correspondants 
Po et j3i seront des plans tangents aux cônes Rq et Rj. 
Construisons de la même façon les plans correspondants 

[«l<î]=Pl, [<^\t]=pT^ [«2^i2]=Pî 

des gerbes Sj, S^ et Sj, et désignons par cj* le rayon situé 
entre aj* et ^'^ suivant lequel pj* coupe le cône R^*. Alors Ri 
sera coupé par pi suivant Ci et Rj par pj suivant Cj. 

Nous désignerons par yj* le plan tangent à R^ le long de 
c^; yi touchera le cône R, le long de Ci et /j sera tangent 
à Rj le long de Cj. 

Soit maintenant K un cône quelconque de la gerbe S, qui 
ne sera assujetti qu'à toucher le cône de révolution R, sui- 
vant les deux génératrices b et c. Concevons ensuite que la 
rotation autour de j^g, devienne infiniment petite; alors (3J' 
deviendra, comme on Ta démontré au paragraphe précédent, 
le plan tangent à Tenveloppe de K; 6J* deviendra la généra- 
trice de contact et ttJ* le plan normal à Tenveloppe suivant 
ce rayon. De même, si la rotation autour de ^^2 devient infi- 
niment petite, ^12 sera Taxe instantané de rotation, y^* ^^ 
plan tangent, cf le rayon de contact et pi" le plan normal 
à Tenveloppe. 

Admettons encore que a;Q^ et x\2 soient deux génératrices 
infiniment voisines du cône polaire, il s'ensuit immédiatement 
que le rayon d'intersection des deux plans normaux ttJ* et pf 
devient l'axe de courbure de l'enveloppe de Ki et R le cône 
de courbure de K suivant le rayon b; c'est-à-dire que pour 
tout cône K qui a R comme cône de courbure, la droite qui 
est la position limite de l'intersection de ttJ* et pf sera l'axe 
de courbure de l'enveloppe correspondante. 

S. 5 
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Il nous faut encore montrer que cette droite est réellement 
Taxe de courbure de la surface engendrée par a, c'est-à-dire 
la droite a' de S'. Cela résulte de ce qui suit : 

Soit aj* le plan passant par aj* et perpendiculaire sur ttJ*. 
Il est facile de voir que ttq est perpendiculaire au plan cor- 
respondant Uq de So, et tti perpendiculaire sur a,. Donc ao> 
«1, aj* sont les projections de œ'^i sur (Xq, a,, aj*, c'est-à-dire 
que Œq et a^ sont les droites d'intersection du plan aj* avec a© 
et «1. Le plan aj* est donc identique avec le plan [fl^o^i]- 
Par conséquent, ttJ* est identique avec le plan normal aj du 
rayon a qui correspond aux positions Sq et S^ De même, pj* 
est identique avec le plan normal (x\ qui correspond à Sj et 
Si, c'est-à-dire que la ligne d'intersection de ttJ* et de p7* est, 
en effet, en même temps ligne d'intersection de «^ et de a\, 
et se confond à la limite avec a'. 

Désignons l'enveloppe du cône K par K', et remarquons 
que, dans le mouvement inverse, K est l'enveloppe de K', 
nous arrivons au théorème général suivant : 

Si K et K' sont deux surfaces coniques quelconques des 
deux faisceaux dont Vun enveloppe Vautre, leurs axes instan- 
tanés de courbure pour la génératrice de contact sont deux 
rayons correspondants a et a' dans la relation quadratique 
qui caractérise l'instant considéré du mouvement. 

La signification des cônes W et W peut être étendue au 
moyen de ce théorème. Soient encore K et K' deux surfaces 
coniques de l'espèce considérée. Si l'axe de courbure de l'un 
des cônes de K, par exemple, est situé dans le plan ^, celui 
du cône K' sera sur la surface conique W de la gerbe S'; 
et si Taxe de courbure de K est sur le cône orthogonal W de 
la gerbe S', celui de K' sera dans le plan Ç. 



III. — Relations métriques et exemples. 

1. Comme on l'a montré plus haut, les deux gerbes S et S^ 
sont coupées par tout plan t\ perpendiculaire à l'axe instan- 
tané de rotation, suivant deux systèmes en correspondance 
quadratique. Les cercles des inflexions de ces deux systèmes 
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sont les cercles d'intersection de ri avec les cônes orthogo- 
naux W et W. 

Donc, toute construction relative au mouvement d'une 
gerbe doit être considérée comme efifectuée, si nous savons 

I 

faire la construction correspondante dans le mouvement d'un 
système plan; car il nous suffît de la transporter du domaine 
de la géométrie du plan dans celui de la géométrie de la 
gerbe. 

Qu'il nous soit permis de ne pas énoncer, dans le cas d'une 
gerbe de rayons, les constructions indiquées au § IV. Nous 
ne ferons qu'établir quelques-unes des relations précédem- 
ment obtenues sous la forme qui convient à la géométrie de 
la gerbe. 

2. Si les rayons a de S sont dans un plan s, qui passe par 
l'axe instantané de rotation, les irayons correspondants a' 
seront aussi dans ce plan. Les rayons a et a' forment deux 
faisceaux projectifs superposés de rayons qui ont en commun 
le rayon uni a?, axe de rotation. Si s et t' sont les rayons 
différents de ^, suivant lesquels W et W sont coupés par le 
plan £, nous poserons 

A (a^) = X, A {a' a:) =:X', h (s œ)= h {t' x) — ix; 

et dans ces relations on définira les angles 1 et V d'une ma- 
nière analogue à ce qui a été fait pour les longueurs r et r' 
dans le plan. Alors, du Chap. I, § IV, 3, on tire immédiatement 
la relation 

COtX H- COlA'= COt/UL. 

Désignons par a l'angle que fait le plan e avec le plan 

normal commun aux cônes polaires, et appelons cp l'angle 

sous lequel ce plan normal coupe les cônes orthogonaux, nous 

aurons 

(cotX -H cotV) cosa — COt(p. 

L'expression qui se trouve dans le premier membre de cette 
équation est donc une constante pour tous les couples de 
rayons correspondants. Les axes de courbure des deux cônes 
r et F pour la génératrice de contact forment un couple de 
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rayons correspondants, a et a! , Désignons par ^J; et ^j^' les 
angles de ces axes avec Xy nous aurons 

cot^» -hcot4'' = cot(p. 

Dans les systèmes plans o- et o-', à chaque cercle de l'un 
des systèmes qui touche la tangente aux courbes polaires au 
centre instantané de rotation, correspond un cercle analogue 
de l'autre système. Donc, à un cône orthogonal de Tune des 
gerbes qui touche le plan tangent aux cônes polaires le long 
de l'axe de rotation, et tel que l'axe de rotation soit perpen- 
diculaire à un plan de sections circulaires, correspond un 
cône orthogonal analogue dans l'autre gerbe. Cela nous donne 
une image nette de la distribution des rayons a et a' dans 
l'espace. 

3. Appliquons les résultats précédents à quelques exemples. 
Le mouvement d'un corps autour d'un point fixe est déter- 
miné aussitôt que l'on connaît à chaque instant la correspon- 
dance quadratique qui lie les deux gerbes S et S'. 

Du Chapitre précédent nous concluons que pour cela la 
connaissance de deux couples de rayons correspondants est 
nécessaire et suffisante. Si nous obligeons deux rayons de 
l'une des gerbes à parcourir deux surfaces coniques fixes, ou 
que, plus généralement, nous nous donnions deux couples de 
cônes K et K' dont l'un soit l'enveloppe de l'autre, les gerbes 
se déplaceront l'une par rapport à l'autre d'une façon bien 
déterminée. 

4. Le mouvement de la gerbe S est déterminé par la con- 
dition que deux rayons a et 6 restent dans deux plans fixes 
cf! et (3'. Le plan mené par a, perpendiculairement à a', et le 
plan mené par 6, perpendiculairement à [3', se coupent sui- 
vant l'axe instantané de rotation x. Comme a décrit le plan a'. 
Taxe de courbure a' est la droite perpendiculaire à a'; de 
même l'axe de courbure de h est la droite V normale à (3'. 
On a déterminé ainsi deux couples de rayons correspondants 
des deux gerbes; par conséquent aussi leur correspondance 
quadratique, et celle des sections planes a et cj'. Considérons 
le mouvement inverse. Il est défini par la condition imposée à 
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deux plans a' et P' de la gerbe S' de tourner autour de deux 
rayons fixes a et 6 de S. En particulier, si Tangle de a' et (3' est 
droit (a' (3') engendrera un cône orthogonal dont les plans de 
sections circulaires sont perpendiculaires à a et à 6, car 
(a'j3') sera toujours la droite d'intersection de deux plans 
perpendiculaires Tun sur l'autre, qui tournent autour de deux 
droites fixes a et h. De là résulte une construction simple du 
plan normal à un cône orthogonal. En effet, si c est une gé- 
nératrice quelconque de ce cône, nous déterminerons les deux 
plans 

{ca) — <x! et (c6)zn[3'; 

par a et 6 nous mènerons les plans normaux à a' et (3'. Ces 
plans se couperont suivant une droite x par laquelle passe le 
plan normal au cône orthogonal pour le rayon c, c'est-à-dire 
que [co?] est le plan normal. Pour construire l'axe de cour- 
bure du cône orthogonal, nous transporterons à la gerbe de 
rayons la construclion indiquée au Chapitre précédent, § IV, 5. 
Désignons par (3 le plan [66'], et par y le plan \^cx'\. Con- 
struisons les plans [a6] et [a' 6'], et faisons passer un plan 
\hx\ =: Yî par leur droite d'intersection Aj et x. 
Maintenant, contruisons un plan x de telle façon que 

A(yî|3)=A(xy); 

déterminons le plan [ac], et par a' et la droite suivant la- 
quelle X est coupé par \^ac^ menons un plan; celui-ci cou- 
pera y suivant l'axe de courbure c\ 

5. Revenons au mouvement considéré en premier lieu. La 
surface conique enveloppe des plans [a6] est, dans le cas par- 
ticulier oCi a et 6 sont à angle droit, le cône supplémentaire 
d'un cône orthogonal. Cela suit immédiatement de ce qu'on 
a vu dans ce Chapitre au § I, 4. 

En effet, [a6] est le plan d'un angle droit qui se meut au- 
tour de son sommet de telle façon que l'un de ses côtés reste 
toujours dans le plan a', et l'autre dans le plan (3'. 

Si donc k} est un cône quelconque dont le cône supplé- 
mentaire soit orthogonal et que e soit un de ses plans tan- 
gents, on pourra construire comme il suit la génératrice de 
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contact : soient a' et ^' les plans qui sont perpendiculaires 
sur les lignes focales de X:*; déterminons les droites d'inter- 
section (a'fi) = a et ((3'e)=6; menons par a un plan perpen- 
diculaire à a'; par b un plan perpendiculaire à (3', et, par la 
droite dMntersection œ de ces deux plans, menons un plan 
perpendiculaire à e, il coupera e suivant la génératrice de 
contact e. 

On pourra aussi construire Taxe de courbure du cône k^ 
pour la génératrice e. Cela se fera de la même façon que pour 
le cône orthogonal. Car la droite a\ perpendiculaire à a', est 
encore le rayon correspondant à a, et de même b' perpendicu- 
laire à (3' correspond à b. On doit considérer le plan e et 
le cône k^ comme s'enveloppant l'un l'autre. Donc l'axe de 
courbure c' du cône est le rayon de S' qui correspond à la 
droite c perpendiculaire à e. On peut alors le construire 
comme on Ta déjà fait pour le cône orthogonal. 

6. Supposons que la gerbe S se déplace de telle façon que 
le plan a passe toujours par un rayon a' de S', pendant qu'un 
rayon b de ce plan décrit le cône de révolution K'. 

On sait immédiatement construire l'axe instantané de ro- 
tation. Il se trouve, d'un côté, dans le plan diamétral passant 
par b, et comme, d'autre part, lors du mouvement inverse, a' 
reste toujours dans a, il est aussi dans un plan passant para' 
et normal à a. 

De là il suit que le rayon correspondant à a' est le rayon a 
de S perpendiculaire à a. Le rayon correspondant à b est 
l'axe b' du cône de révolution. On a ainsi déterminé encore 
deux couples de rayons correspondants, et par suite la rela- 
tion quadratique qui existe entre S et S'. 

Dans le mouvement inverse, le rayon a' de S' parcourt le 
plan a, et le cône K' passe toujours par la droite b de la gerbe S. 
Mais comme, dans le mouvement direct, b décrit un cône de 
révolution dont b' est Taxe, dans le mouvement inverse b' dé- 
crira un cône de révolution K dont l'axe est b. Le mouvement 
inverse.peut donc aussi se définir en assujettissant le rayon a' 
à parcourir le plan a et le rayon b' à rester sur un cône de 
révolution. 

En définissant le mouvement inverse de celte manière. 
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nous reconnaissons facilement que le mouvement étudié plus 
haut n*est qu'un cas particulier de celui-ci. Car, si le cône de 
révolution dégénère en un plan, non seulement a! se dépla- 
cera dans un plan, mais V en fera autant, c'est-à-dire que les 
deux rayons de S' se déplacent dans deux plans fixes de la 
gerbe S. 

IV. — Les canes des inflexions. 

1. Nous avons montré que les cônes orthogonaux Wet W 
jouent par rapport à la correspondance quadratique des deux 
gerbes S et S' le même rôle que les cercles des inflexions dans 
le plan; mais les cercles des inflexions ont une double signi- 
fication cinématique. Ils forment en effet le lieu des points 
qui passent par un point d'inflexion de leur trajectoire, et 
cette propriété ne s'étend pas aux génératrices des cônes or- 
thogonaux. Un rayon de S qui, à ce point de vue, sera ana- 
logue à un point du cercle des inflexions doit jouir de cette 
propriété que ses trois positions consécutives soient dans un 
même plan, c'est-à-dire que a et a! seront perpendiculaires 
l'un sur l'autre. Mais ceci n'a pas lieu, en général, pour les gé- 
nératrices des cônes orthogonaux. Si, en effet, v est une géné- 
ratrice du cône W, le plan déterminé par v et v^ passe par 
Taxe de rotation x^ et comme ^' est dans le plan ^ normal 
à x^ v' ne peut être perpendiculaire qu'à x. Il se pose main- 
tenant ce problème : Existe-t-il des rayons de l'espèce consi- 
dérée, et quel est le lieu de ces rayons? 

2. Pour répondre à cette question, nous partirons encore 
de trois positions So» Si, Sj choisies arbitrairement pour la.gerbe 
mobile S. Si s est un plan quelconque de Si, les faisceaux 
égaux de rayons situés dans Eq et Si engendrent un cône de 
deuxième classe qui est celui que nous avons déjà considéré 
plus particulièrement au § I, k. De même, les faisceaux situés 
dans £1 et Ej engendreront un pareil cône. Les deux cônes 
n'auront en général que e, comme plan tangent commun. 
Il existe donc encore trois plans tangents communs ef diffé- 
rents l'un de l'autre; dans chacun d'eux se trouvent trois 
rayons correspondants ^o, ai, a,. Le plan 6 contient donc trois 
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rayons de l'espèce considérée, et Tensemble de ces rayons 
forme un cône du troisième ordre KJij. Sur ce cône se trou- 
vent aussi les trois axes de rotation ^u, œ^Q^ ^^i» csir, pour cha- 
cun d'eux, deux positions coïncident. 

Les plans a perpendiculaires aux génératrices de KJ,, 
jouissent de cette propriété que «o, «i, a, se coupent sui- 
vant une seule et même droite. Il existe donc une infinité de 
plans de cette espèce, et leur ensemble constitue un cône 
de la troisième classe X:J,j qui est le cône supplémentaire 
de KJ12. 

Si $ij, ?jo> ^01 sont les plans perpendiculaires sur a^i,, a:^,, 
^01» ces plans seront tangents à Arjj,. Le plan ^01 est le plan 
uni commun aux deux gerbes So et Sj. Si la gerbe S tourne 
autour de ar^i, ^01 subit un déplacement dans son plan en 
tournant autour du point 0. Ce plan renferme donc deux 
rayons doubles : ceux qui joignent aux points circulaires de 
rinfini (Chap. I, § III, 5). Désignons-les par «oi etyoi* Avec ^01 
ils forment les trois rayons unis des deux gerbes en colli- 
néation. 

Comme «oi et y 01 doivent être considérés comme immobiles 
lors de la rotation effectuée autour de ^oi> chacun d'eux jouit 
de la propriété d'être dans le même plan pour trois positions 
consécutives, c'est-à-dire que «oi ^^Joi sont des génératrices 
du cône KJjj. La même chose a lieu pour les rayons ana- 
logues des plans ^u et $20» c'est-à-dire que les six droites ima- 
ginaires «12, 7*12, iioy 7*20, «01, 7*01 sont sur le cône KJi,. 

Nous avons donc le théorème suivant : 

Si So, Si, S2 sont trois positions arbitraires de la gerbe S, 
celle-ci contient une infinité de rayons pour lesquels a©, «i, a^ 
sont situés dans un même plan. Ces rayons forment un cône 
du troisième ordre K J j j qui contient les trois axes de rotation^ 
et six droites imaginaires : i^, y 12, «20, 720, 4i,7oi' ^^ même il 
existe une infinité de plans a appartenant à la gerbe S, pour 
lesquels ocq, «i, «2 se coupent suivant une même droite. Ces plans 
enveloppent un cône de troisième classe kl^ , qui est le cône 
supplémentaire du cône KJjj. 

Les cônes analogues existent dans la gerbe S' pour le mou- 
vement inverse. Nous les désignerons par KJi, et kl\^. 
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La droite d'intersection des plans ao, «i, «2 est perpendicu- 
laire au plan des droites a^y a^, a^. Elle ne diffère donc pas 
de la droite a' qui correspond à a dans la relation quadra- 
tique qui lie les deux gerbes. 

Considérons maintenant le mouvement inverse. Comme on 
doit désigner par a' la droite d'intersection de «o» «i» «2 con- 
sidérée comme faisant partie de la gerbe S', nous pouvons 
dire que, pour les trois positions Sq, Sj, S2, le plan a passe 
toujours par a'. Dans le mouvement inverse, le rayon a' 
restera dans le plan a pour ses trois positions a'o, a\y («',, c'est- 
à-dire que c'est un rayon du cône KJj,. Donc la droite cor- 
respondant à une génératrice a du cône KJi, sera toujours 
sur le cône KJi,, c'est-à-dire que : 

Les deux cônes KJu et KJj, se correspondent dans la rela- 
tion quadratique qui lie les deux gerbes S et S'. 

Désignons par a! le plan des trois droites ao> «i> «j» en tant 
que plan de S'; le rayon a restera pour les trois positions 
So, Si, Ss dans le même plan a' de S'. Dans le mouvement 
inverse, les plans «q, <x\y «j se couperont suivant une même 
droite a de S. Donc a est un plan tangent au cône kl\^, 

k. Rapprochons indéfiniment les trois positions So, Sj, Sj, 
les génératrices a du cône KJ,, jouiront de la propriété de 
passer par des génératrices d'inflexion de leurs cônes trajec- 
toires, et les plans a de A:Jj, seront caractérisés par ce fait 
qu'ils touchent leurs cônes enveloppes suivant des généra- 
trices de rebroussement. 

D'où il suit que : 

Si un corps se déplace autour d'un point fixe, il existe 
à chaque instant une infinité de rayons qui coïncident avec 
des génératrices d' inflexion de leurs cônes trajectoires. Ces 
droites sont sur un cône du troisième ordreli} qui touche le plan 
tangent commun aux cônes polaires, suivant l*axe instantané 
de rotation. Il existe un cône analogue K^' dans la gerbe S' 
pour le mouvement inverse (*). Le cône supplémentaire k^ du 

( *) Schell déjà mentionne brièvement le cône K» ( Théorie der Bewegung 
und der Kràfte, t. I, p. 497 )• 
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cône K* jouit de cette propriété que ses plans tangents passent 
par des génératrices de rebroussement de leurs enveloppes, 
La même chose a lieu pour le cône supplémentaire A:*' du cône 
K*' dans le mouvement inverse. 

On désignera les cônes K' et K" sous le nom de cônes des 
inflexions, et les cônes k^ et k^' seront les cônes de rebrous- 
sement. Toute droite de S, qui se meut dans un plan, est située 
sur K', et tout plan qui passe toujours par une même droite 
est tangent à k^. 

Comme à tout rayon a de K* correspond, dans la relation 
quadratique qui caractérise l'instant considéré du mouve- 
ment, un rayon a' de S', nous pourrons encore énoncer le 
théorème suivant : 

Le cône des inflexions K'' est le lieu des axes de courbure 
des génératrices de K'; de même, lors du mouvement inverse, 
le cône des inflexions K' sera le lieu des axes de courbure 
des rayons de K". 

Les cônes K' et k^' ont aussi une certaine relation géo- 
métrique. Nous venons de faire voir que tout plan tangent a! 
de k^' contient les trois droites «o» ^i> ^2- De même toute 
droite a' de K*' est la droite d'intersection de trois plans a©» 

£n passant à la limite : 

Les plans du cône k^' sont les plans tangents d^ inflexion des 
génératrices de K' ; et les rayons de K^' sont les génératrices 
de rebroussement des cônes enveloppes des plans de k^\ des 
propositions analogues ont lieu pour le mouvement inverse. 

Pour deux rayons correspondants a et a' des deux cônes 
des inflexions, on a la relation (§ III. 2) 

(cot A -h coQ')cosa = cot(p. 

Dans le cas présent, a et a' sont perpendiculaires Tun sur 
l'autre. 



Donc : 



( cot X -h tang X ) cos a = tang <p 
sin 2 X=: 2 -cos a tang 9. 
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Cette équation détermine pour chaque plan passant par 
Taxe instantané de rotation les deux rayons qu'il a en com- 
mun avec le cône des inflexions. 

5. Considérons maintenant quatre positions données à 
volonté So, S,, S2, S3 de la gerbe S. Le cône des inflexions 
qui correspond aux positions So, Si, Sa du système sera en- 
core KJij et le cône des inflexions qui correspond aux posi- 
tions S,, S2, S3 et qui, par conséquent, contient tous les 
rayons a de S pour lesquels a,, a^y a^ sont dans un même 
plan , sera désigné par KJ23. Les deux cônes se couperont, en 
général, suivant neuf génératrices a, et chacune d'elles est 
caractérisée par ce fait que ao> <^u <^2> ainsi que «i, «2» (^% sont 
dans un même plan. Les quatre positions a©» «i> ^2> «3 sont 
donc, pour chacune de ces génératrices, dans un même plan. 
Mais le cône KJ^ contient les axes de rotation ^12, ^2o> ^01 
et le cône KJ23 les axes ;r23, x^^^ œ^^. Les deux cônes ont 
donc en commun Taxe œ^^. Cet axe est une droite pour laquelle 
la seconde et la troisième position, c'est-à-dire celles qui cor- 
respondent aux gerbes Si et S2, se confondent; elle ne jouira 
donc pas, en général, de la propriété d'être dans le même 
plan pour quatre positions consécutives. La même chose a 
lieu pour les deux droites imaginaires 2*12,712 qui sont sur les 
deux cônes des inflexions; mais la proposition dont il vient 
d'être question subsiste pour les six autres génératrices d'in- 
tersection. Il suit de là que : 

Si l'on prend arbitrairement quatre positions So, Si, S2, S3 
de la gerbe^ il existe^ en général, six rayons a pour lesquels 
«0» <^\y ^2> ^3 sont contenus dans un seul et même plan. 

De même, il existe six plans a de la gerbe S, ayant la pro- 
priété de passer par une même droite pour les quatre positions 
«0» «!> «2» «s» Ce sont les plans perpendiculaires aux six droites. 

Si les positions des gerbes se rapprochent indéfiniment, 
nous obtiendrons des propositions analogues se rapportant 
au mouvement continu d'un corps autour d'un point ^\xe. 
Nous voyons qu'il existe à chaque instant dans le corps six 
rayons pour lesquels quatre positions consécutives sont dans 
le même plan. On pourra, par analogie avec ce qui a été 
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fait pour les trajectoires de points, les désigner par généra- 
trices d'ondulation des surfaces coniques sur lesquelles elles 
se trouvent. Un quelconque des six plans, qui sont perpen- 
diculaires sur ces rayons, jouit de la propriété de passer 
par une même droite pour quatre positions consécutives. 

La même chose a lieu pour le mouvement inverse. Si, de 
plus, at! est Tun des six plans de S', ce sera un plan tangent 
à la surface trajectoire de Tun des six rayons, et, de même, 
chacun des six rayons a' est une des droites par lesquelles 
passe Tun des six plans dans ses quatre positions consé- 
cutives. 

6. Chaque génératrice x du cône polaire F passe par une 
génératrice de rebroussement de son cône trajectoire au 
moment où elle devient axe instantané de rotation, et, en 
général, il n'y aura que les génératrices de la gerbe S, appar- 
tenant au cône polaire, qui jouiront de la propriété de dé- 
crire des surfaces trajectoires ayant des génératrices de re- 
broussement. 

De même, il est visible que le plan \ perpendiculaire à ^, 
dans le moment où x est axe instantané de rotation, se trouve 
être un plan tangent d'inflexion du cône qu'il enveloppe, et, 
en général, en dehors des plans tangents au cône supplémen- 
taire de r, il n'existe pas d'autre plan enveloppant une sur- 
face conique qui possède un plan tangent d'inflexion. Ici 
nous pourrions répéter le raisonnement fait au Chapitre pré- 
cédent (§ V, 6) pour le mouvement plan. 

Il nous suffira de transporter à la géométrie de la gerbe les 
résultats acquis. Appelons donc 4* et 4*' les angles que les 
axes de courbure instantanés des cônes polaires forment 
avec l'axe de rotation, il s'ensuivra immédiatement que : 

Siy à un instant quelconque, les axes de courbure des cônes 
polaires sont du même côté du plan tangent comm,un, et que 
la différence {^ — 4' ) change en même temps de signe, tout 
rayon des deux gerbes est une génératrice de rebroussement 
de sa surface trajectoire, et chaque plan des deux gerbes est un 
plan tangent d'inflexion de la surface conique qu'il enve- 
loppe. 
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Enfin, nous pourrons encore énoncer le théorème suivant : 

L* enveloppe de tous les cônes d* inflexion de la gerbe S se 
compose de deux parties dont la signification géométrique est 
bien distincte. Uune de ces parties est le cône polaire F, dont 
les rayons jouissent de la propriété de décrire des surfaces 
coniques à génératrices de rebroussement. Vautre est le lieu 
des rayons de la gerbe dont les surfaces trajectoires ont des 
génératrices d* ondulation. 

Les théorèmes correspondants s'appliquent à l'enveloppe 
de tous les cônes de rebroussement. 

V. — Les cônes des axes de courbure stationnaires. 

1. Soient encore S©, Si, Sg, S3 quatre positions arbitraires de 
la gerbe S. Soient aj*, a^, aj* les bissectrices des angles 
(«oûfi), («i«2), («i«3)> et «î;, (x\y (x\ les plans normaux cor- 
respondants. 

Si e est un plan quelconque de S, les droites d'intersection 
des plans a^, a^ qui correspondent aux rayons « de s sont sur 
un cône du second ordre qui contient aussi les axes de rota- 
lion jj'ij, cTjç, œ\f^. De même, les droites d'intersection des 
plans normaux a^, ol\ forment un cône du second ordre qui 
renferme x'^^y x'^^, x\^. Les deux cônes ont en commun Taxe 
d?!,. En général, ils se couperont donc encore suivant trois 
autres génératrices par chacune desquelles passent trois plans 

à^ aiy ay 

Le plan e renferme donc trois rayons a, tels que leurs 
plans normaux passent par une seule et même droite. L'en- 
semble de ces droites forme donc un cône du troisième ordre. 
On désignera celte surface par HJ123) ou plus brièvement 
parHJj. Pour chacun des rayons a de celte surface, ao,«i,a2,a3 
sont sur un même cône de révolution. 

Les mêmes conclusions subsistent quant au mouvement de 
la gerbe S' dans S. Le mouvement inverse comporte donc 
une surface conique HJ123 ou HJ3, telle que, pour une quel- 
conque de ses génératrices b' les trois plans normaux (3^', 
Pï*, Pî passent par une seule et même droite, c'est-à-dire 
telle que b'^, b\, 63, 63 soient sur un même cône de révolution. 
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La surface conique HJi n'est autre chose que la surface 
formée par les axes de courbure des génératrices a de HJ,. 
fin effet, on peut faire voir que Taxe de courbure a! de tout 
rayon a est sur HJ'3. Cela résulte, d'une part, du théorème 
donné au § I, 7 de ce Chapitre; d'autre part on peut le voir 
directement de la manière suivante : comme les droites 
^0, a,, «2, «3 sont sur un cône de révolution. Taxe de révolution 
de ce cône est la droite d'intersection de trois plans normaux 
«o> ^i> «2' Cet axe est relié à a par la condition de former avec 
«o> «i> «î> ûfa des angles égaux. Cette propriété a lieu, que 
nous considérions le mouvement de S ou celui de S'. 

Donc a'o, a\^ a'„ a'j font avec a des angles égaux entre eux, 
c'est-à-dire que a est Tintersection des plans normaux 
aj', a^', a^'. Donc a! est sur HJ'j. De plus, dans le mouvement 
inverse, a est Taxe de courbure de la surface décrite para'. 

2. Les deux cônes HJ3 et HJj sont donc des surfaces cor- 
respondantes des gerbes S et S' qui sont liées par une relation 
quadratique. Chacun de ces cônes contient les génératrices 
principales de sa gerbe, c'est-à-dire les axes de rotation, 
car, pour chacun d'eux, deux des quatre positions considérées 
se confondent. Donc, les axes de rotation ^12, x^^^ œ^^ sont 
sur HJ3, et les axés du mouvement inverse oc\^^x\^^ x'^^ sont 
sur HJj. Nous avions défini les génératrices a de H^j au 
moyen des trois faisceaux de plans normaux aj, oc^, ai\. Il est 
évident que, pour Chacune de ces génératrices, les plans qui 
correspondent aux angles («o^î)» (û^o^s)» {(^\clz) passent par 
l'axe a' du cône de révolution envisagé. Ces cônes se compor- 
tent absolument de la même façon vis-à-vis des quatre posi- 
tions So, Si, S2, S3, et trois quelconques des six groupes 

bo ©i ; S0O2; S0O3; S1S2; S1S3; S2 S3 

peuvent être employés à leur génération. Donc, Vi\^ contient 
les six axes de rotation x^^^ x^^, ^03, 07,2, ^13, ^23? et, de même, 
Uqj renierme x^^, *^o2> ^03> "^12» *^i3> ^iz* 
Nous arrivons par suite au résultat suivant : 

Si So, Sj, S2, S3 sont quatre positions de la gerbe S, choisies 
à volonté, il existe dans cette gerbe une surface conique du 
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troisième ordre HJj dont les génératrices a sont telles que 
«o> ^i> ^2> <^z sont les génératrices d'un même cône de révo- 
lution. Cette surface de révolution renferme les six axes de 
rotation qui correspondent à deux quelconques des quatre 
gerbes So, Si, S2, S3. Les axes de révolution forment une sur- 
face conique HJ3, située dans S', et qui passe par les six axes 
du mouvement inverse. Lors de V inversion du mouvement, 
les deux cônes échangent leur signification. 

Sur ces surfaces coniques se trouvent aussi (§IV ) les six 
génératrices communes à deux cônes des inflexions successifs. 

3. Si les positions des gerbes se rapprochent indéflniment, 
les surfaces coniques décrites par le rayon a jouissent de la 
propriété d'avoir des axes de courbure stationnaires. Tout 
point du rayon a décrit donc une courbe qui a un contact du 
troisième ordre avec son cercle osculateur. On démontrera 
comme au § V, 5 du Chapitre I que chacune des deux surfaces 
coniques possède une génératrice double qui est l'axe instan- 
tané. 

Donnons cette fois l'énoncé du théorème en considérant, 
non pas le rayon a lui-même, mais ses différents points, 
nous aurons la proposition suivante : 

Si un corps invariable se meut autour d'un point fixCy il 
existe dans ce corps, et à chaque instant, une surface conique 
du troisième ordre H^, dont tous les points sont caractérisés 
par ce fait que leurs trajectoires ont un contact du troisième 
ordre avec leur cercle osculateur. Les axes de courbure de 
ces trajectoires forment une surface conique H*' située dans 
S'. Loj^s de l'inversion du mouvement, les deux surfaces 
coniques échangent leur signification. Chacune des deux sur- 
faces contient l'axe instantané et touche suivant cette droite le 
cône polaire de son système. 

k. Soient enfin Sq, Sj, S2, S3, S* cinq positions de la gerbe S 
choisies à volonté. Aux quatre positions Si, Sj, S3, S4 corres- 
pond un cône HJ4 qui est le lieu géométrique des droites pour 
lesquelles «i, «2, «3, a* sont sur un cône de révolution. Les 
cônes HJ3 et HJ^ renferment tous les deux les axes de rota- 
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tion ^13, 0:31, ûT^i. Ils se couperont donc encore, en général, 
suivant six autres génératrices, et, pour chacune d'elles, 
«0» ^i> «2> ^s> «^ sont les génératrices d'un même cône de révo- 
lution. Cela n'aura pas lieu, en général, pour les axes 0^53, 0:3,, 
a:,,. Donc : 

Si l'on prend arbitrairement cinq positions de la gerbe S, 
cette gerbe renfermera, en général, six rayons a tels queao> 
a,, «2, «3, ^4 soient sur un cône de révolution. Les axes de ces 
cônes sont les rayons analogues dans le mouvement inverse. 

De même, lorsqu'un solide invariable tourne d'une manière 
quelconque autour d'un point fwe, il y aura, en général, six 
droites telles que leurs points aient un contact du cinquième 
ordre avec leurs cercles de courbure. Les axes de courbure 
sont les rayons analogues de S' lors du mouvement inverse. 

5. Les recherches faites dans ce paragraphe peuvent être 
étendues aux surfaces coniques enveloppées par les plans de 
la gerbe. 

Si, par exemple, a est un rayon de HJj, le plan perpendicu- 
laire à a' est tel que a©, «i, «s, aj sont des plans tangents d'un 
seul et même cône de révolution. Il existe donc un cône A}, 
de troisième classe, cône supplémentaire de HJ3 qui est le 
lieu géométrique des plans a de la gerbe S. Nous pour- 
rons donc tirer de chacun des théorèmes démontrés plus 
haut un nouveau théorème, si nous retendons aux gerbes 
polaires des gerbes de rayons S et S'. 

On voit donc encore ici que, dans le mouvement d'une 
gerbe, les rayons et les plans sont soumis à des lois sembla- 
bles. Nous aurions ainsi pu présenter les considérations faite 
dans ce Chapitre d'une manière complètement dualistique, 
en considérant toujours les cônes supplémentaires liés aux 
gerbes S et S'. Les plans des deux systèmes polaires sont 
alors également en relation quadratique, et cela de telle façon 
que deux plans seront correspondants s'ils sont perpendicu- 
laires sur deux rayons correspondants a et a'. Si l'on ne consi- 
dère les deux systèmes polaires que comme des gerbes de 
plans, il existera pour eux aussi deux surfaces coniques 
y et /, supplémentaires de F et F, dont le mouvement relatif 
détermine le déplacement du système invariable, etc. 
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Lors du mouvement d'un solide invariable autour d'un 
point fixe, il existe donc une dualité complète entre les cônes 
décrits par les rayons, et ceux qu'enveloppent les plans du 
système. Cela n'avait pas lieu pour le mouvement d'un 
système plan dans son plan. Tandis que, par exemple, le cercle 
des inflexions, lieu des points pour lesquels trois positions Aq, 
Al, A2 sont en ligne droite, est une courbe du second ordre, 
les droites g, pour lesquelles g^, gu gi passent par un même 
point, forment un faisceau du premier ordre. 

La raison de cette différence réside, comme on le sait, dans 
la manière différente de déterminer la ponctuelle et le fais- 
ceau de rayons. Pour le faisceau de plans, au contraire, le 
mode de détermination est le même que pour le faisceau de 
rayons, et c'est à cela qu'il faut ramener la dualité qui se pré- 
sente dans le déplacement d'un système invariable autour 
d'un point fixe. 



S. 
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MOUVEMENT D'UN SYSTÈME INVARIABLE 



I. — Le mouyement d'une droite. 

1. Un système invariable, que nous considérons comme 
illimité, se déplace d'une manière déterminée dans l'espace 
fixe 2'. 

Sa position sera connue à chaque instant, si l'on donne 
celles de trois points qui déterminent un plan. Car si Ao, Bo, 
Co sont les positions de trois points A, B, C, un quatrième 
point D ne pourra prendre que des positions telles que : 
Do Ao = DA; DoBo = DB ; DoCo = DC, c'est-à-dire, telles que le 
tétraèdre AoBqCo Do soit égal au tétraèdre ABCD. Mais une 
pareille position est unique. Si donc nous savons que trois 
points non en ligne droite ont atteint les positions qui leur 
étaient assignées, nous pourrons en dire autant du système 
lui-même. 

Nous nous servirons des mêmes notations que dans les 
deux Chapitres précédents. A, g, e, désigneront donc respec- 
tivement un point, une droite, un plan de 2, lorsque leur 
position dans l'espace 2' n'interviendra pas dans la question; 
au contraire, les différentes positions que prend 2 dans l' se- 
ront encore désignées par i©» ^i> De même Ao, Ai, . . . dé- 
signeront les positions correspondantes du point A de 2, etc. 

2. Pendant le mouvement du système, chacun de ses points 
décrit une courbe qui sera sa trajectoire, chaque droite en- 
gendre une surface réglée, chaque plan enveloppe une surface 
développable, etc. 

Pour étudier les propriétés géométriques de ces courbes 
et de ces surfaces, nous considérerons encore deux positions 
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arbitraires 2o et li du système. Quelle que soit la manière 
dont elles seront choisies, le plan de l'infini sera toujours un 
plan uni de Iq ^t li. Mais nous excluons de prime abord 
le cas où les deux systèmes auraient en commun un point ou 
un plan situés à distance finie. Car, s'ils ont en commun un 
point à distance finie, on peut les considérer comme étant 
deux positions d'un système invariable qui tourne autour d'un 
point fixe; mais ce cas a été étudié au Chapitre précédent. 
Si les deux systèmes ont en commun un plan à distance 
finie, ils peuvent être ou congruents, ou symétriquement 
égaux. Dans le premier cas, nous avons fait voir au Cha- 
pitre I que les systèmes plans congruents auront toujours 
un point uni. Si celui-ci n'est pas à l'infini, nous rentrons dans 
le cas précédent; si c'est, au contraire, un point à l'infini 
du plan, il suffira d'une simple translation pour faire passer le 
plan et, par conséquent, le système 1 de sa position initiale 
à sa position finale. 

Si les deux plans correspondants £o et £i sont symétrique- 
ment superposés, désignons par go, Aq; gi, h^ deux couples 
quelconques de droites correspondantes des deux plans. Alors 
la bissectrice de l'angle (gogi) est parallèle à celle de l'angle 
(/lo^i); à une droite de e© qui est parallèle à la bissectrice, 
correspondra, comme on le voit aisément, une droite de 
même direction. Les droites ainsi définies forment, dans Eq et 
El, deux faisceaux de rayons parallèles qui sont symétrique- 
ment superposés. Il existe donc forcément une droite située 
à distance finie qui se correspond à elle-même. Désignons-la 
par %X/Q — «27j. 

Ces deux droites Xq et ^, n'ont, comme point uni, que le 
point à l'infini, ou bien elles se correspondent point par 
point (*). Dans le premier cas, Sq se superpose à Sj après une 
rotation de iSo*» autour de Xq. Ce cas rentre donc dans le 
Chapitre précédent. Dans le second cas, il faut ajoutera cette 



(*) Un seul point uni O, situé à distance finie, ne peut pas se présenter, 
car autrement, par une rotation de 180" autour d'une droite perpendicu- 
laire en O sur e, on pourrait faire coïncider point par point non seulement 
a:^ avec a?,, mais la perpendiculaire d^ à x^ qui passe par O coïnciderait 
aussi avec d^. Alors les plans e„ et e, seraient superposés point par point. 
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rotation une translation parallèle à x^. Nous reviendrons au 
§ IV, 1, sur la signification cinématique de ce cas. 

3. Soient maintenant 2o et \ deux positions quelconques 
de 2 satisfaisant à la condition énoncée ; soienl ^o et ^i les po- 
sitions correspondantes d'une droite ^; Ao, Bo, ..., Ai, B,, ... les 
positions des points de g. On désignera encore par A'", B*", . . . 
les points milieux des cordes AoAj, BqBi. Soit de plus oC* le 
plan perpendiculaire en A'" sur la corde AoAj. On rappellera 
plan normal correspondant au point A. 

Les plans normaux cC et (3^ des points A et B de ^ se cou- 
pent suivant une droite g^\ sur cette droite prenons arbitrai- 
rement les points M et N. Comme ces points sont dans a^, 

on a 

MAo = MAi; NAo = NA„ 

et de même, les deux points étant situés dans p\ 

MBo = MBi; NBoi=:NBi. 

Mais AoBo = AiBi, par suite les deux tétraèdres M NAqBo 
et MN AiB, sont égaux entre eux et peuvent, par une rotation 
autour de MN, être amenés en coïncidence. 

Donc : 

Tout déplacement d'une droite peut être obtenu au moyen 
d'une rotation autour d'une droite g^ de Vespace, Les plans 
normaux correspondant à tous les points de g se coupent 
suivant g^. 

Les deux droites go et ^, ne seront pas, en général, dans 
un même plan; cependant il peut arriver qu'elles se coupent 
ou qu'elles soient parallèles entre elles. Dans chacun des 
trois cas possibles, il existe une droite g'^. Si go et gi se cou- 
pent, g"^ sera de plus perpendiculaire au plan [^o^i]- 

Si go et gi sont parallèles, les cordes relatives aux points 
A, B, G sont également parallèles; les plans normaux passent 
tous par une même droite ^i, située à l'infini. 

k. Si go et gi ne se coupent pas, les cordes relatives aux 
points A, B, C sont les génératrices d'un paraboloïde, cha- 
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cune d'elles est dans un plan perpendiculaire à g^. Toutes les 
génératrices de ce système sont coupées par celles de l'autre 
suivant des ponctuelles semblables. Donc les points milieux 
A"», B"*, C'", . . . sont tous sur une droite. On l'appellera la mé- 
diane de g^ et on la désignera par ^"*. 
Donc : 

Les points milieux des cordes relatives aux points d'une 
droite sont en ligne droite. 

Le théorème précédent a été démontré en supposant que 
^0 et g^ ne se rencontrent pas; mais, comme on l'a fait voir 
au Chapitre I, il subsiste lorsque ^o et gi se coupent ou 
lorsque ces droites sont parallèles entre elles. 

Dans ces derniers cas, on a montré que les projections de 
toutes les cordes sur g"^ sont égales entre elles, et que 

Fig. i5. 




A (^0^"*) = A {g\g"^)- On est donc amené à se demander si ces 
propriétés subsistent dans le cas général. En effet, cela a lieu. 
Pour le démontrer, menons par A'" les droites Ço parallèle à 
^0» et Çi parallèle à g^. Déterminons sur ces droites les séries 
ponctuelles Xo, i)l>09 ^09 ..., cJ^i,"^!, C, égalesà A,B,C, ...,et 
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telles que Xo et X^ coïncident en Am» Pour tout point C on a 

c'est-à-dire que CoOoOiGi est un parallélogramme. Donc 
C^est en même temps le milieu de OqOi, et comme, de plus, 
XoGo = °''^i^i> ^'" est la bissectrice de Tangle (^o^i)> c'est- 
à-dire que : 

La médiane g^ fait des angles égaux as^ec g^ et g^. 

La projection de CqCi sur ^"» est égale à la projection du 
contour Co^oGiC,. Mais, C^Gi étant perpendiculaire sur ^'", 
la projection de GoCi est égale à la somme des projections de 
CoGo et CiCi. Comme CoGo = Aq^q et Gid — AjXi, elle est 
égale à la projection de AoAi. 

De là il suit que : 

Les projections sur la médiane des cordes relatives à tous 
les points de g sont égales entre elles. 

Si donc une corde est perpendiculaire à g"^, il faut qu'elles 
le soient toutes. Ce théorème est d'une grande importance. 
Les médianes qui sont perpendiculaires sur les cordes rela- 
tives à leurs points ont une importance exceptionnelle dans 
la théorie du mouvement d'un système. Nous aurons à nous 
occuper plus lard tout spécialement de leurs propriétés et de 
leur distribution dans l'espace. 



IL ~ Le mouvement d'un plan. 

1. Soient maintenant Sq et Sj deux positions correspondantes 
d'un plan s du système 1 à trois dimensions ; à chaque point A 
de ce plan correspond un point A'", et à chaque droite pas- 
sant par A une droite g'^ passant par un point A"^. Si ^ et A 
sont deux droites quelconques de e, elles auront toujours un 
point commun à distance finie ou infinie; il en sera de même 
pour les droites g^ et h^. Deux droites de ce système se 
couperont toujours, et, comme elles ne peuvent passer toutes 
par le même point, elles seront dans le même plan, c'est-à-dire 
que : 
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Les milieux des cordes de tous les points d'un plan s sont 
dans un même plan. 

On désignera ce plan sous le nom de plan médian i^ de s. 



2. A tout point A de 8 correspond un plan normal cC*y et 
à toute droite g^ qui passe par A, une droite g* contenue 
dans cC*. 

A deux droites quelconques g et h de e correspondent donc 
deux droites qui se coupent, g'^ et /i^. Deux droites, g"* et A\ 
choisies arbitrairement, ont un point commun, et, comme 
elles ne peuvent pas être toutes dans un même plan, elles 
passeront par le même point E^. Celui-ci est en même temps 
le point d'intersection commun aux plans normaux de tous 
les points de e. Chacun de ces plans normaux passe par E^, et 
le point qui lui correspond dans e'". 

Les deux droites suivant lesquelles êq et Sj sont coupées par 
s'" sont deux droites correspondantes e^ et e, des deux plans. 

La corde de tout point Bq 
de eo est, en effet, tout en- Fig. 16. 

tière danse'"; par conséquent, 
Bi, et par suite ^1, sont aussi 
dans £'". 

La médiane e^ de e© et «i 
rencontre (Chap. I, § I, 3) e^ 
et ei en deux points corres- 
pondants Eo et El. Si, déplus, 
on désigne par Sj ou Tq le 
point d'intersection de e^ et 
<?,, suivant qu'on le considère 
comme appartenant à l'un ou 
l'autre système, E© se confon- 
dra avec S"* et Ei avec T'». 
Donc le plan mené par Eq 

perpendiculairement à e^ est le plan normal (t^; de même, t^ 
passe par Ei : ce plan est perpendiculaire à ej. Donc l'inter- 
section de (f* et T^, qui est perpendiculaire sur e"*, est la droite 
e"* et le point F'" où e"* rencontre le plan t^ est, en outre, 
centre de rotation pour e^ et e^. 
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La droite é* contient, en tout cas, le point £^. Mais ce point 
ne peut être autre que F'". Car, ainsi qu'on Ta vu plus haut, 
le plan normal 9^ de F'" doit passer aussi par E^. Si donc F'" 
et E^ étaient distincts, 9^ passerait par e^, ce qui est impos- 
sible, car seuls les plans normaux des points de e^^ passent 
par é*. D'où il suit : 

Les plans normaux de tous les points d'un plan t se cou- 
pent en un point E^ du plan médian g"*. Les droites g^ qui 
correspondent aux droites g de b passent également par E'^. 

Les deux droites suivant lesquelles <f* et t^ coupent les 
plans £0 et £1 sont des droites correspondantes dans les deux 
plans, car Tune d'elles est perpendiculaire sur e^ en E^, 
l'autre sur e, en E,. Nous les désignerons par /o et/,. On peut 
faire voir que leurs points d'intersection avec e^ sont deux 
points correspondants Fq et Ff A cet effet, déterminons la 
droite/^. Nous savons déjà qu'elle passe parE^=:F'» et 
qu'elle est dans le plan normal du point E'", lequel est per- 
pendiculaire sur e^. D'autre part, nous avons vu plus haut 
que EqFo et EiFj font des angles égaux avec/^; mais aucune 
droite du plan considéré ne satisfait à cette condition, si ce 
n'est E'"F"'. Parmi les plans normaux qui passent par f se 
trouve donc aussi le plan £"*, et la corde correspondante est 
perpendiculaire sur £'^. La seule droite satisfaisant à cette 
condition et qui rencontre /o et /, est la droite e^; par suite, 
notre proposition se trouve démontrée. Dans le cas général, 
il ne peut pas y avoir de second point tel que F'". 

Donc : 

Dans tout plan £ il existe j en général, un point à dis- 
tance finie Y dont la corde est perpendiculaire sur le plan mé- 
dian B^. Le point correspondant F'" est le point de £'" oà con- 
courent tous les plans normaux des points de £. Le plan 
normal de ce point est £'" lui-même. 

De l'égalité des triangles F© Eq F'~ et F, Ej F'" il suit encore que 

A(FoEoF'«)=i A(F,EiF'~). 

Mais ces angles sont ceux que font entre eux les plans £0 et £, ; 
nous avons donc le théorème suivant : 
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Les plans z^ et £i font des angles égaux avec le plan 
médian, 

Eo et El sont les points des droites e^ et e^ où celles-ci sont 
rencontrées par la médiane e^. 

On désigne cette droite sous le nom de caractéristique du 
plan £. Elle se signale par deux singularités : d'un côté, elle 
jouit de cette propriété que les cordes de tous ses points 
sont dans £'"; d'autre part, on peut la définir comme étant 
la seule droite de e*" qui soit à angle droit sur la droite cor- 
respondante e^. 

3. Les précédents théorèmes nous permettent d'indiquer 
de quelle manière on peut faire passer le plan s de sa posi- 
tion initiale à sa position finale. Nous lui imprimerons d'abord 
un mouvement de rotation autour de e^, jusqu'à ce que e,, 
coïncide avec «j. Alors Fo et Fi n'auront pas changé de posi- 
tion dans l'espace. Si nous faisons encore tourner le plan 
autour de ej jusqu'à ce qu'il vienne en coïncidence avec ej, 
Fo viendra dans la position Fj, et, comme trois points non en 
ligne droite sont maintenant dans leur position finale, on 
peut en dire autant de tous les points du pian. 

L'ordre des deux opérations est interchangeable. Car nous 
faisons d'abord tourner le plan So autour de e^ jusqu'à ce que 
Fo arrive en coïncidence avec Fi ; e^ ne changera pas de posi- 
tion dans l'espace. Effectuons maintenant la rotation autour 
de e"*; les points «o coïncident avec les points correspondants 
de ei, et, par conséquent, cela aura lieu pour tous les points 
de 60 et de £1. 

Il suit de là que : 

Tout déplacement d'un plan z peut, en général, être obtenu 
au moyen de deux rotations successives autour de deux droites 
perpendiculaires l'une sur l'autre. L'ordre des rotations est 
indifférent. L'une d'elles a lieu autour d'une droite déter- 
minée e du plan; c'est celle qui correspond à la caractéris- 
tique e"*^ du plan £'" ; Vautre rotation se fait autour d'une 
droite déterminée de l'espace absolu, la droite e^ qui accom- 
pagne e. 
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On remarquera encore que, quel que soit Tordre des rota- 
tions, on devra toujours entendre par e la même droite de s. 
Sa position dans l'espace absolu varie suivant que nous pre- 
nons e ou é* comme premier axe de rotation. 

L'ordre des rotations étant interchangeable, on peut aussi 
les faire simultanément. 



III. — Le système focal. 

1. Les points milieux A'", B"*, C" des cordes, correspondant 
aux points A, B, C du système 2, sont tels qu'à chaque droite 
g corresponde une droite ^'", et à chaque plan £ un plan s*". 
L'ensemble de ces points forme donc un système 2'" en 
coUinéalion avec 2o et 2i. Observons encore qu'à un point 
à l'infini de 2 correspond un point à l'infini de l'", et nous 
aurons le théorème suivant : 



Le système 2'", formé par les milieux des cordes, est en 
affinité collinéaire avec les systèmes It^ et 2,. 

Les plans normaux a^ (3^, y^, qui correspondent aux points 
A, B, C de 2, forment un système 2^ qui, d'après ce qui a été 
vu au § II, 2, est en situation réciproque avec ^o ^^ ^i- 2'" ^^ 
2^ sont donc aussi des systèmes réciproques. Le point A'" 
est dans le plan a^ qui lui correspond, et le plan s'" passe 
par le point E^ qui est son correspondant. Les deux systèmes 
ont donc l'un vis-à-vis de l'autre une situation telle, que 
chaque plan de l'un passe par le point correspondant de 
l'autre. Deux systèmes qui sont dans une telle liaison forment 
ce que l'on appelle un système focal {^). 

2. La propriété caractéristique d'un pareil système consiste 
en ce que, à chaque point de l'espace, correspond le même 
plan, qu'on considère le point comme faisant partie de là"^ 
ou de 2^, et inversement à tout plan de l'espace correspond 
doublement le même point. Cela ressort clairement des 

( * ) Le système focal fut découvert à peu près en même temps par Chastes 
et par Môbius {Lehrbuch der Statik, § 74). Môbius le désigne sous le nom 
de Nullsystem. 
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théorèmes démontrés au § II, 2. Car au point E^ de 2^ 
correspond dans le système 2"* le plan s'". D'autre part, si 
Ton considère le point E^ comme étant un point F'" de i'", 
il lui correspondra le plan e'" dans le système 2^. 

On peut donc considérer les deux systèmes comme n'en 
formant qu'un seul, dont les éléments se correspondent réci- 
proquement par couples. Nous appellerons plan focal d'un 
point le plan qui lui correspond, Qi foyer le point qui corres- 
pond à un plan. 

3. Soit maintenant ^"* une droite quelconque de 2"* et g* 
la droite correspondante de 2^. Si A'" est un point pris arbi- 
trairement sur g"'", son plan normal, c'est-à-dire son plan 
focal oC* passera par g"*. 

Si, de plus, (3^ est un plan quelconque passant par ^"*, son 
foyer B^ devra se trouver sur g^. 

Considérons maintenant g"^ comme faisant partie de 2"* et 
désignons alors cette droite par A'". Appelons aussi D'" le 
point désigné plus haut parB^, le plan correspondant ô^sera, 
à cause de la double correspondance, identique avec (3'", et, 
comme cela a lieu pour tout point B^, la droite hy est iden- 
tique avec g"^. 

Désignons encore le plan cC* par y"», en le considérant 
comme faisant partie de 2^". C^ est identique avec A'^' et se 
trouve, par conséquent, sur g^; d'où il suit encore que hy 
est la même droite que g^. 

Les droites g"^ et g"* se correspondent donc aussi double- 
ment, c'est-à-dire que, si nous considérons g"* comme étant 
une droite h"^ de 2^^, les plans focaux ou normaux de tous ses 
points se coupent suivant la droite g"^. 

Donc : 

Deux droites g^ et g"* sont tellement liées l'une à l'autre 
que chacune d'elles est la droite d'intersection des plans nor- 
maux ou plans focaux des points de l'autre. 

Deux pareilles droites sont dites droites conjuguées du 
système focal. On peut leur appliquer le théorème suivant, 
comme il ressort de ce qui vient d'être dit : 
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Deux droites conjuguées sont telles que chacune (Telles 
contient les foyers des plans qui passent par Vautre, 

La manière dont les espaces réciproques 2"* et 2^ sont 
reliés entre eux est donc, au point de vue géométrique, 
complètement réciproque. 

Toutefois, comme 2'" et 2^ jouissent de propriétés ciné- 
matiques différentes, nous serons obligés, en général, de 
séparer les deux parties du système focal, et nous continue- 
rons à indiquer, par le mode de notation, si nous considérons 
un point de Tespace comme appartenant à 2'" ou 2^.'] 

4. Si la droite g"^ est à l'infini, on dira que sa conjuguée g^* 
est un diamètre du système focal. On a ce théorème : 

Tous les diamètres du système focal sont parallèles entre 
eux. 

Car, toutes les droites à distance infinie étant dans un plan, 
tous les diamètres passent parle foyer de ce plan, et sont, 
par conséquent, parallèles entre eux. Chaque diamètre con- 
tient les foyers des plans qui passent par sa conjuguée située 
àTinfini; il correspond donc à un faisceau de plans paral- 
lèles, et on rappellera diamètre adjoint (*) à ces plans. 

Parmi tous ces diamètres, il en existe un, adjoint au fais- 
ceau de plans perpendiculaires sur la direction des diamètres. 
On rappelle V axe principal du système focal. 

L'axe principal contient donc le foyer de tout plan ÏJ^ qui 
lui est perpendiculaire, et, comme le foyer de l,^ est le point 
F'» dont la corde est normale sur |'", il s'ensuit que Taxe 
principal est en même temps la corde de ce point F'". Les 
points Fq et Fi sont donc aussi situés sur cet axe. 

Cela a lieu pour tout plan perpendiculaire à l'axe principal, 
et il en résulte que cette droite se correspond à elle-même 
dans les systèmes 2o, 2i, 2'". On la désignera par ^oj-^u ^'^ 
ou par X. 

Les deux ponctuelles ^ congruentes qui sont superposées 
sur l'axe principal n'ont comme élément uni que le point 



(*) Cette dénomination fut introduite par Mannheim. 
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à Tinfini. C'est donc le seul point uni, réel, des systèmes 
1q et 11. 

5. Nous sommes maintenant en état de déterminer la 
[)Osition du foyer pour les plans que nous avons exclus d'abord 
de nos considérations. 

Si £0 et £,, par exemple, sont parallèles entre eux, c'est- 
à-dire si la droite de l'infini se correspond à elle-même dans 
les deux plans, ils seront aussi parallèles à e'", et s'" contient 
la droite infiniment éloignée (eofii). Le foyer est donc l'in- 
tersection de £'~ avec le diamètre adjoint. 

Si £0 et £1 doivent avoir une droite double à distance finie, ce 
ne peut être que l'axe principal. Alors le foyer de £'" est sur 
la droite infiniment éloignée conjuguée de ce : c'est donc le 
point à l'infini de e^ dans la direction normale à ^. 

Si les deux plans ont en commun un point à l'infini, il faut 
que ce soit le point à l'infini sur l'axe principal. Donc, chacun 
de^ deux plans, et, par suite, s"^ aussi sera parallèle à la 
direction de cet axe. Le plan £'" renferme donc une infinité 
de diamètres du système focal. Son foyer est le point à l'infini 
par lequel passent toutes les droites de l'infini conjuguées de 
diamètres. 

Enfin, nous remarquerons encore que le foyer du plan de 
l'infini doit être considéré comme étant à l'infini sur l'axe prin- 
cipal.'On peut encore donner une autre signification à ce point. 

Le plan de l'infini se déplace sur lui-même pendant le 
mouvement. Il possède donc un centre de rotation qui est 
son point double. Ce point double est le point à l'infini sur 
l'axe principal qui, par suite, peut être considéré comme 
axe de rotation du plan à l'infini. 

Nous n'avons parlé jusqu'ici que des plans normaux des 
points du système situés à distance finie. Les propriétés du 
système focal font voir qu'à chaque point de l'infini corres- 
pond un plan normal qui est son plan focal. D'où il résulte 
que le plan normal de tout point à l'infini est parallèle à l'axe 
principal. 

Si le point à l'infini est, en particulier, le point situé sur 
Taxe principal, on devra considérer le plan de l'infini comme 
étant son plan normal. 
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IV. — Le mouvement hélicoïdal et la surface des axes. 

1. Avec l'aide des théorèmes développés au numéro pré- 
cédent, on réussira à trouver le mouvement le plus simple, 
au moyen duquel on peut faire passer un système à trois 
dimensions d'une position lo ^ une position 2i. 

Nous considérerons le système dans sa position initiale 2o 
et nous lui communiquerons un mouvement de translation 
parallèle à Taxe principal, de telle façon qu'un point quel- 
conque Ao de celui-ci vienne coïncider avec le correspondant 
Ap Alors tout point Bq coïncidera aussi avec Bi. Cette transla- 
tion, égale à A© Ai en grandeur et en direction, est désignée 
par 2U. 

I>ans cette position, les deux systèmes ont en commun, 
point par point, Taxe principal. Il suffit, par conséquent, de 
faire tourner le système 1 d'une certaine quantité autour 
de a: comme axe, pour l'amener dans la position finale. 
L'angle de rotation sera 2^. 

On peut intervertir Tordre des mouvements ; car faisons 
tourner d'abord le système 2o autour de Xq comme axe d'un 
angle 2 12, et effectuons ensuite la translation 2U parallèle- 
ment à ^o> ^0 Aura été amené dans la position 2i. Il est donc 
permis d'effectuer simultanément les deux mouvements. S'ils 
sont uniformes, il en résultera une hélice dont le pas sera 
2 7rU : 12, l'axe étant œ. Il suit de là que : 

Tout changement de position d'un système invariable peut 
être obtenu en obligeant ce système à exécuter un mouvement 
hélicoïdal déterminé autour d^une certaine droite comm,e axe. 
Cet axe est la droite située à distance finie, commune aux 
positions initiale et finale du système (*). 



(•) On doit attribuer ce théorème à Giulio Mo7zi (1765). {Voir GiOR- 
GiNi, Memorie di Math, délia Soc. ital. délie Scienze. Modena; i836). 
Le même théorème fut retrouvé en i83o par Ghas1es(i?u//e^m des Sciences 
mathématiques de Férussac, t. XIV, p. 324). Cauchy l'a donné aussi dans 
ses Exercices de Mathématiques, t. II, p. 87 (1827), pour des mouvements 
infiniment petits {Œuvres complètes de Cauchy ^ 2* série, t. VII; 1889). 
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Nous désignerons le quotient U : Û, qui détermine le pas 
du mouvement hélicoïdal, sous le nom de paramètre du 
mouvement. On voit maintenant que le cas exclu en dernier 
lieu au § I, 2 de ce Chapitre correspond à un mouvement 
hélicoïdal de i8o° d'amplitude. Dans ce cas, les théorèmes 
énoncés aux §§ II et III subissent en effet certaines modifica- 
tions. 

2. Nous pourrons obtenir une image tangible de ce mou- 
vement de la façon suivante : nous nous servirons d'une vis 
dont le pas est 27: U : ^, que nous disposerons tellement que 
son axe coïncide avec la droite x du système. Nous imagine- 
rons maintenant que Técrou conserve une position fixe dans 
Tespace, mais que le système soit lié avec la vis. Si nous 
déplaçons la vis dans son écrou, le système 2o passera pro- 
gressivement de la position 2o à la position ij. Chaque point 
dé 2 décrit alors une hélice, et toutes ces hélices ont leur 
axe commun et même pas. Les hélices correspondant à tous 
les points d'un cylindre de révolution, dont l'axe est Xy sont 
égales entre elles. Elles se rapprochent d'autant "plus d'être 

' des courbes planes que le point décrivant sera plus éloigné 
de l'axe du mouvement hélicoïdal. 

Nous avons fait remarquer, au commencement de ce Cha- 
pitre, que le déplacement de 2 peut être obtenu, dans cer- 
tains cas spéciaux, au moyen d'une simple rotation ou d'une 
simple translation; ces cas peuvent être considérés comme 
dérivant par dégénérescence du mouvement hélicoïdal. Ce 
mouvement se transforme en une rotation lorsque 2U se 
réduit à zéro, à une translation, lorsque c'est 2^ qui est nul. 

A ce point de vue, il nous sera permis de dire que le 
théorème principal énoncé dans ce paragraphe est valable 
pour tout déplacement d'un système invariable. 

3. Pour obtenir les lois du mouvement d'un corps, qu'on 
peut lui appliquer à chaque instant, il nous suffira de prendre 
2o et 2i infiniment voisins. Comme A"* est toujours le milieu 
de AqAi, à la limite ^^ se confondra avec 2. Mais les 
théorèmes qui se rapportent à 2'" sont tout à fait indépen- 
dants de la grandeur du déplacement; il nous sera donc 
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encore permis de nous servir de 2'" pour déduire, en toute 
rigueur, de ses propriétés les lois qui caractérisent à chaque 
instant le mouvement d'un corps rigide. Remarquons que, 
à la limite, Ao Ai devient la tangente à la trajectoire de A, et 
oC* le plan normal à cette trajectoire; que maintenant le 
système focal est formé par 2 et 2^. 

Nous obtiendrons les théorèmes fondamentaux qui sui- 
vent : 

Si un système invariable se déplace d'une manière quel- 
conque dans V espace, il exécute à chaque instant un mouve- 
ment hélicoïdal infiniment petit autour d*une droite déter- 
minée de l'espace (*). 

Si un système invariable se déplace d'une manière quel- 
conque dans l'espace, les points du système form.eront à 
chaque instant avec leurs plans normaux un système focal, 
Uaxe principal est Vaxe du mouvement hélicoïdal instan- 
tané. 

Dans chaque plan du système, il existe à chaque instant un 
point tel que la tangente à sa trajectoire soit perpendiculaire 
au plan : ce point est le foyer. 

Enfin, en se reportant au dernier théorème énoncé au § I, &• : 

Si un système invariable se déplace d'aune manière quel- 
conque dans V espace, et si, à un instant quelconque, une droite 
est perpendiculaire à la tangente à la trajectoire d'un de ses 
points, elle est perpendiculaire aux tangentes aux trajec- 
toires de tous ses points. 

Les éléments de trajectoire de tous les points peuvent 
donc être regardés à chaque instant comme des éléments 
d'hélices, qui ont toutes x comme axe, et dont le pas est le 
même et égal à la valeur actuelle limite de 27: : 12. La tan- 
gente à la trajectoire de chaque point est identique avec la 
tangente à Thélice qui passe par ce point. 

4. Mentionnons quelques théorèmes que Ton peut tirer de 



( * ) Voir la note de la page 94 . 
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la seconde des propositions précédentes et qui nous seront 
particulièrement utiles par la suite. Nous avons déjà fait ob- 
server que la correspondance des éléments qui font partie 
du système focal est réciproque; mais, eu égard à la signifi- 
cation cinématique différente des systèmes 2 et 2% nous 
continuerons à faire une distinction entre les éléments de 
l'espace, suivant que nous les considérerons comme apparte- 
nant à 2 ou 2*'. Nous aurons donc les théorèmes suivants : 

Si g et g^ sont deux droites conjuguées du système focale 
les plans normaux de tous les points de g se couperont suivant 
g*", et les plans normaux des points de g^ passeront par g. 

C'est-à-dire que, si nous regardons g^ comme étant une 
droite h de 2, la droite h^ correspondant à h sera précisément 
g, et les foyers de tous les plans passant par g*' sont sur g. 

Si les droites g passent par un même point, les droites con- 
juguées sont toutes dans un même plan qui est le plan normal 
de ce point; et si les droites^ sont dans un plan e, les droites 
conjuguées passent toutes par le foyer de ce plan, c'est-à-dire 
par le point dont le plan normal est g. 

Si, en particulier, les droites g sont parallèles, les droites 
g"^ seront dans un plan parallèle à l'axe du mouvement héli- 
coïdal, et, si les droites g sont dans un plan parallèle à cet 
axe, les droites g^ sont parallèles entre elles. 

Soit enfin e un plan quelconque de 1, et E*' son foyer; les 
plans normaux des trajectoires de tous les points de e se 
coupent en E*'; de plus s est le plan normal de £**, c'est-à-dire 
que, si E*', considéré comme point de e, est désigné par F, 
son plan normal cp** est identique avec e. 

5. Pour nous représenter le mouvement continu d'un 
système invariable, nous commencerons par considérer autant 
de positions du système que nous voudrons, 2o, 2i, .... La 
droite qui se correspond à elle-même dans les deux posi- 
tions liQ et 2i est xq=zxi; /, =/2 sera celle qui résulte de la 
considération des systèmes ij etlj; ^2 = ^8 sera commune 
à ^2 et ^3, etc. 

Nous désignerons maintenant par 1' l'espace fixe dans 
lequel a lieu le mouvement, et par x', y, z' les droites de ce 
s. 7 
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système autour desquelles se font les déplacements hélicoï- 
daux. Le mouvement hélicoïdal autour de x^ amène y en y' 
et 2 de la position initiale 2o dans la position 2,. Le mouve- 
ment hélicoïdal qui commence maintenant autour de j' fait 
passer z en -s', et 2 dans la position ij, etc. Nous obtenons 
ainsi un système bien défini de droites de 2 qui deviendront, 
au cours du mouvement, les axes du mouvement hélicoïdal, 
et un système de droites x' , y, z\ ... de 2i qui représentent 
la suite des positions des axes dans l'espace fixe. 

On désignera l'ensemble des premières droites par(R), 
et le système des secondes par (R'). Elles définissent complè- 
tement le mouvement du système. Soient X et Y les pieds de 
la perpendiculaire commune à x et j; X' et Y' les points ana- 
logues sur x' et y\ Gomme, par suite du premier déplacement 
hélicoïdal, / vient coïncider avec j', on a X Y = X' Y' et 

N{xy) — N{x'y'). 

Appelons plan central du système (R) pour le rayon x le plan 
mené par cette droite et la perpendiculaire commune à x et j', 
et faisons la convention analogue pour le système 2'; soient 
de plus X et X' les points centraux sur x et x\ il s'ensuivra : 

Le mouvement de l'espace 2 par rapport à l'espace 2' 
s'effectue de telle façon que, par suite de la rotation 2 12, les 
plans centraux viennent en coïncidence , et que les points 
centraux coïncident par suite de la translation i U. 

La rolalion 2 il est donc égale à l'angle de deux plans cen- 
traux correspondants des systèmes (R) et (R'), et la translation 
2U est égale à la distance de deux points centraux corres- 
pondants. 

6. Considérons un mouvement continu quelconque du 
système 2, il arrivera que non seulement les positions 2o, 2i, ^j 
se rapprocheront indéfiniment, mais qu'il en sera de même 
pour les droites x^y, z^, . , x',y', z\ .... 

En tous cas, nous ne considérerons par la suite que des 
mouvements pour lesquels cela a lieu. Dans ce cas, les 
systèmes (R) et (R') formeront deux surfaces réglées R et R'. 

Pour deux génératrices infiniment voisines, xy ou x' y\ les 
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deux égalités obtenues plus haut subsistent. Et, comme il est 
permis de regarder les distances infiniment petites des généra- 
trices correspondantes comme égales pour les deux surfaces, 
on pourra remplacer les deux égalités par la seule suivante : 

XY X'Y' 



h{xy) h{x'y') 

Mais, dans une surface réglée, on appelle le rapport qui 
existe entre la plus courte .distance de deux génératrices 
infiniment voisines et leur angle le paramètre de la surface 
pour la génératrice correspondante. Il s'ensuit donc que, 
pour R et R', deux génératrices correspondantes, c'est-à-dire 
telles qu'elles viennent se superposer au cours du mouve- 
ment, ont des paramètres égaux. 

Si g est une génératrice quelconque d'une surface réglée, 
il y a deux plans tangents particulièrement remarquables 
parmi tous ceux que l'on peut faire passer par g; ce sont 
d'abord celui qui est tangent à la surface à l'infini, puis celui 
qui est perpendiculaire au premier. Le point de contact du 
second est dit point central de g, et le plan lui-même prend 
le nom de plan central. Les plans et les points que nous 
avons désignés plus haut sous le nom de plans centraux et 
points centraux des systèmes (R) et (R') deviennent, à la limite, 
les plans centraux et les points centraux des surfaces R et R'. 

Nous énoncerons donc le théorème suivant : 

Les surfaces réglées R et R' ont, à chaque instant^ une 
génératrice commune pour laquelle le point central, le plan 
central et le paramètre sont les mêmes» 

On peut aussi dire que les deux surfaces ont, à chaque 
instant, deux génératrices consécutives communes. 

Maintenant nous pourrons encore nous représenter le 
mouvement du système 2 de la manière suivante : nous 
avons déjà vu qu'il est formé de mouvements hélicoïdaux 
infiniment petits autour des génératrices œ', y, ^', . . . de la 
surface R'. Pendant la rotation autour de x'^ x se confond 
avec celte droite, le mouvement fait coïncider/ avec y, et 
maintenant les surfaces R et R' ont en commun les généra- 
trices Xy y et x' y y'. Ensuite le mouvement hélicoïdal se fera 
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autour de /'; x et x^ se séparent, tandis que z et z' arrivent 
en coïncidence, etc. . . Le système 2 tourne alors autour de 
chaque axe pendant qu'il glisse en même temps le long de 
cette droite. C*est pourquoi on a dit que le mouvement de £ 
ou de R par rapport à R' est un roulement accompagné d*un 
glissement. Nous sommes donc arrivé à cet important ré- 
sultat que : 

Le mouvement le plus général d'un système invariable 
à trois dimensions consiste en un roulement accompagné d'un 
glissement d'une surface réglée R appartenant au système, 
sur une surface R' appartenant à l'espace absolu. Les deux 
surfaces ont m,éme paramètre pour les deux génératrices 
qui coïncident au cours du mouvement (*). 

7. Comme les plans centraux sont perpendiculaires aux 
plans tangents à Tinfîni, sur chaque génératrice, les surfaces 
elles-mêmes sont tangentes en ce point, c'est-à-dire que les 
courbes r^ et r^', suivant lesquelles R et R' sont coupées par 
le plan de l'infini, sont, à chaque instant, tangentes au point 
à l'infini sur l'axe du mouvement hélicoïdal. 

Mais nous avons vu que ce point peut être considéré comme 
le centre instantané de rotation du plan à l'infini. Le plan à 
l'infini se déplace donc de telle façon que les courbes r^ 
et r' roulent l'une sur l'autre. Les surfaces R et R' caracté- 
risent le mouvement du système; en les donnant, on s'im- 
pose en même temps la nature du mouvement. On les dési- 
gnera sous le nom de surf aces polaires ou surfaces des axes. 

Elles remplissent, dans le mouvement dans l'espace, le 
même rôle que les courbes polaires dans le mouvement plan 
et que les cônes polaires dans le mouvement autour d'un 
point fixe. Cependant, tandis qu'on peut se donner d'une 
manière complètement arbitraire les courbes polaires et les 
cônes polaires, le choix des surfaces R et R' n'est pas abso- 

(*) Ce théorème est dû à Poncelet. Voir Resal, Cinématique pure, p. vi 
et vu; BouR, Cinématique, p. i38, et Mannheim, Géométrie descriptive, 
3' éd., p. 3Ho. 

L'existence de cette surface fut énoncée par Cauchy dans le Mémoire 
cité page 94. Bour indiqua ses propriétés {Journal de l'École Polytech- 
nique, Cahier 29, p. 36). 
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lument libre, car il faut que le paramètre de distribution soit 
le même le long de deux génératrices correspondantes. 

De là il suit que les deux surfaces réglées seront à la fois 
soit des surfaces réglées ou des surfaces développables, ou 
des cylindres. 

Si elles sont toutes les deux cylindriques, elles ne déter- 
minent pas le mouvement du système d'une manière uni- 
voque. La raison en est la suivante : le pas du mouvement 
hélicoïdal dépend du rapport entre Tangle des plans centraux 
et la distance des points centraux. Mais la distance des points 
centraux devient indéterminée dans le cas des surfaces cylin- 
driques; donc le pas du mouvement hélicoïdal peut prendre 
n'importe quelle valeur. 

8. Jusqu'ici nous avons toujours considéré comme immo- 
bile l'espace 2' dans lequel a lieu le mouvement de 2. Mais 
imaginons un observateur qui soit solidaire du système 
mobile; il verra l'espace 2' se mouvoir par rapport à lui. On 
désignera encore ce mouvement de 2' dans 1, sous le nom 
de mouvement inverse, pendant que le mouvement de 2 dans 
U sera le mouvement direct ou primaire. 

Comme le caractère des deux mouvements est indépendant 
de notre propre position, soit dans 2, soit dans 2', il s'ensuit 
que pour les deux mouvements, direct ou inverse, on aura 
à chaque instant des mouvements hélicoïdaux coïncidants 
tant pour la position de l'axe que pour la valeur du pas. Il 
s'ensuit ainsi que le mouvement de l'espace 2' consiste dans 
un roulement accompagné d'un glissement de la surface R' 
sur la surface R. 

De même que chaque point A de 2 décrit une trajectoire 
située dans 2', inversement, chaque point D' de 2' décrit 
une trajectoire située dans 2. Nous arriverons plus lard 
à établir certaines relations réciproques qui ont lieu pour 
les trajectoires de certains groupes de points de 2 et 2'. 
Ici nous nous bornerons à énoncer un théorème important 
pour nos recherches ultérieures. 

Les notations seront celles qui ont été employées dans les 
deux Chapitres précédents, et nous considérerons d'abord 
deux positions quelconques du système 2o et 2i. 
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Si Bq est un point du plan normal a\ B^ est à égale 
distance de Aq et Ai. Donc B^ et B^ sont aussi à égale distance 
de Ao, et le plan normal (3^' passe par A. Donc : 

Si le plan normal cC* dun point A de 2t passe par un point 
B^ de It^y le plan normal (3^' du mouvement inverse passe 
par A. 

De même, pour le mouvement continu : 

Si le plan normal à la trajectoire d*un point A de Ii passe 
par un point B' de 2t' dans le mouvement inverse , le plan 
normal à la trajectoire de B' passera par A (*). 



V. — Le complexe linéaire. 

1. L'existence d*un système focal à chaque instant du 
mouvement d'un système à trois dimensions doit être consi- 
dérée comme fournissant le moyen de développer sans diffi- 
culté la théorie du mouvement de ce système. Dans ce 
numéro, nous apprendrons à connaître de nouvelles et im- 
portantes propriétés du système focal. 

A partir de maintenant, d'ailleurs, nous nous bornerons 
à considérer des positions infiniment voisines du système; 
ce n'est qu'exceptionnellement que nous reviendrons à la 
considération des systèmes 2o, 2i et du système correspon- 
dant 2'". 

2. Deux droites conjuguées quelconques g et ^^ du système 
focal ne se rencontrent pas, ou bien alors elles coïncident. 
Car, si g est une droite quelconque, un plan s passant par 
cette droite aura son foyer E^ sur ^^. Si donc E^ n'est pas sur 
g, les deux droites ne se rencontrent pas. Mais, si E^ est sur 
gy E^, considéré comme point F de 2, est tel que la tangente 
à sa trajectoire est perpendiculaire sur e, et, par conséquent, 
aussi sur g. 

Donc g est perpendiculaire aux trajectoires de tous ses 

(') Voir ScHŒNFLiES, Comptes rendus, juillet i885. 
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points (IV, 3), les plans normaux oC* de tous ses points A 
passent par gy et cette droite coïncide avec sa conjuguée g"*. 

Une droite de 2 qui est perpendiculaire aux trajectoires 
de tous ses points coïncide avec sa conjuguée dans le système 
focal et réciproquement. 

Dans tout plan £, il existe donc une infinité de droites qui 
sont à elles-mêmes leurs conjuguées; elles forment un fais- 
ceau dont le centre est le foyer de e. 

Si, de plus, A est un point quelconque, et qu'on veuille 
chercher les droites de cette espèce qui passent par A, nous 
remarquerons que chacune d'elles est normale à la trajectoire 
du point A; elles sont donc dans le plan normal à la trajec- 
toire de ce point, et toute droite de cC* qui passe par A est 
à elle-même sa conjuguée. 

D'où il suit que : 

Uensemble des droites du système 2, qui sont à elles-mêmes 
leurs conjuguées, forme à chaque instant un complexe 
linéaire. 

Comme chaque droite de ce complexe est située dans le 
plan normal de chacun de ses points, elle est normale à la 
trajectoire de tous ses points. Nous l'appellerons rayon 
normal ou plus brièvement normale, et nous désignerons 
dorénavant par / une droite de cette espèce. 

3. Toute droite qui rencontre deux droites conjuguées 
g et g^ appartient au complexe linéaire. 

Désignons, en effet (par anticipation), une pareille droite 
par /. Le plan normal du point {gl) passe par {gl) et par g^. 
De même, le plan normal de {g^l) passe par {g^l) et par g. 
Par conséquent, la droite d'intersection de ces deux plans, 
c'est-à-dire la droite conjuguée de /, se confond avec /. 

A l'aide de ce théorème, on peut faire voir que deux couples 
de droites conjuguées, par exemple, [g, g^'\ et [^, /i^], sont 
toujours sur un hyperboloïde. Car si / est une droite quel- 
conque qui rencontre g, g^ et A, elle est à elle-même sa con- 
juguée, et, comme / et A ont un point commun, il faut que les 
droites / et h* conjuguées de / et A se rencontrent aussi. 
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Donc g^ g^y h et hy sont bien rencontrées par la même 
droite. 

4. Faisons passer par g un plan a parallèle à ^^, et par 
g^ un plan p parallèle à g. Les deux plans sont parallèles entre 
eux. Le foyer du plan passant par g est son point d'intersection 
avec g'^\ il est donc à l'inllni, et, comme, le plan normal de 
tout point à l'inOni est parallèle à Taxe instantané du mou- 
vement hélicoïdal, le plan a est parallèle ^x. La même chose 
a lieu pour le plan (3 mené par g"*. Construisons maintenant 
la perpendiculaire commune à ^ et g"*, elle est perpendicu- 
laire aux deux plans, et rencontre par suite la droite de 
rinfîni qui est perpendiculaire à x. Mais elle est en même 
temps un rayon / d'un complexe linéaire, et coupe la conju- 
guée de cette droite de l'infini, c'est-à-dire l'axe x. 

Donc : 

La perpendiculaire commune à deux droites conjuguées 
g et g"* rencontre Vaxe instantané et lui est perpendiculaire. 
Un plan qui est parallèle à deux droites conjuguées est aussi 
parallèle à l'axe. 

Imaginons donc un plan quelconque perpendiculaire à x; 
il rencontrera deux droiies conjuguées g et g"* de telle façon 
que les trois points d'intersection avec g^ g^ et x soient sur 
une même droite. 

En démontrant les théorèmes précédents, nous ne nous 
sommes à vrai dire occupés que du système focal formé par 
2 et 2^; mais il est visible que ces propriétés subsistent 
d'une manière analogue pour le système focal formé par 
2'" et 2^. Nous aurons plus tard à faire usage de cette 
remarque. 

5. Le mouvement continu d'un système à trois dimensions 
devra être considéré comme déterminé à chaque instant, si 
nous connaissons le système focal qui caractérise l'instant 
considéré du mouvement. Le système focal instantané et le 
complexe linéaire qui lui est associé sont déterminés par la 
connaissance de deux couples de droites conjuguées. 

Pour le démontrer, montrons que l'on peut construire Taxe 
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du mouvement hélicoïdal et le plan normal de chaque point 
au moyen de deux couples de droites conjuguées. Soient g^ 
g"* et /?, H* ces droites. Déterminons les perpendiculaires com- 
munes à ^ et g"* y d'une part, à A et /i^ de Tautre. La perpen- 
diculaire commune à ces deux droites sera Taxe instantané 
du mouvement hélicoïdal. 

Si, de plus, nous voulons construire le plan normal cC* d'un 
point A, nous mènerons par A deux droites dont Tune ren- 
contre à la fois h et A^, Tautre ^ et ^^ ; chacune de ces droites 
est normale à la trajectoire du point A, comme étant un 
rayon du complexe. Donc elles déterminent le plan normal 
(£* de A. 

Nous pouvons construire d'une manière analogue le foyer 
de* tout plan s, c'est-à-dire le point dont ce plan est le plan 
normal. Nous joindrons entre eux les points où £ rencontre 
^ et ^^; de même les points d'intersection avec h et K*, Les 
droites ainsi obtenues appartiennent au complexe, et leur 
point d'intersection est le foyer du plan. 

6. Le système focal et le complexe linéaire sont également 
déterminés quand on donne cinq rayons de ce complexe. 
Soient /, m, /i, /?, q ces rayons. Tout rayon du complexe qui 
rencontre une droite g rencontre aussi sa conjuguée. Si nous 
déterminons les deux droites qui sont rencontrées à la fois 
par /, m, «, /?, ce seront deux droites conjuguées ^ et ^^; de 
même, les deux droites rencontrées à la fois par m, /i,/>, q 
seront deux droites conjuguées. Les deux couples détermi- 
nent le système focal. Ce cas est donc ramené au précé- 
dent. 

Il peut arriver que le couple des droites g et g"* ne soit pas 
réel. On peut obtenir alors un couple de droites conjuguées 
de la manière suivante. Considérons le système réglé auquel 
appartiennent /, m, q. Si a est une droite quelconque de l'autre 
système, et qui, par suite, coupe /, m, p, cù* appartiendra 
aussi au premier système. Mais de là il suit que toute droite 
du système /, m, q appartient au complexe linéaire. La même 
chose a lieu pour le système de génératrices déterminé par 
n,p,q. 

Maintenant traçons une droite g qui rencontre chacun des 
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systèmes en deux points réels; g sera une droite réelle ren- 
contrée par quatre rayons du complexe; donc elle formera 
avec g* un couple de rayons conjugués du système focal. 

De là il suit que nous pourrons toujours construire deux 
couples réels de droites conjuguées [^, ^^], [^, ^^] lorsque 
cinq rayons du complexe linéaire seront donnés. On pourra 
alors, au moyen de ces couples de droites, efiFectuer les con- 
structions comme il a été dit plus haut. 

VI. — Les surfaces engendrées par les droites et les plans 

du système. 

1. De même que chaque point du système parcourt une 
trajectoire, de même chaque plan engendre une surface dé- 
veloppable. La ligne de contact du plan et de son enveloppe 
s'appelle, comme on le sait, sa caractéristique : c'est la droite 
d'intersection de deux plans consécutifs. 

Pour développer les propriétés des caractéristiques, com- 
mençons par revenir aux systèmes 2o> ^u ^"*- Nous voyons 
que la droite e'" du plan s"* est celle qui deviendra à la limite 
la caractéristique du plan e; c'est la raison pour laquelle 
nous lui avons déjà donné ce nom plus haut (II, 2). Nous 
avons démontré que les cordes de tous les points de e^ sont 
dans le plan e'" lui-même, que e'" et e^ se coupent à angle 
droit, et que e"^ est coupée par ^o et e^ en deux points homo- 
logues Eo et E,. 

Le point E"*, qui leur correspond, est le pied de la perpen- 
diculaire abaissée du foyer E^ == F'" sur e"*. De là il suit que 
e^ est elle-même la corde d'un de ses points, à savoir, de 
celui qui est le pied de la perpendiculaire abaissée sur elle 
du foyer de e'". En passant à la limite : 

La caractéristique d'un plan jouit de la propriété que les 
tangentes aux trajectoires de ses points sont toutes dans ce 
plan. La caractéristique elle-même est tangente à la trajec- 
toire d*un de ses points, à savoir, de celui qui est le pied de la 
perpendiculaire abaissée sur elle du foyer, La caractéristique 
et la droite qui lui est conjuguée sont à angle droit l'une sur 
Vautre. 
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2. La caractéristique est la seule droite d'un plan e pour 
laquelle les tangentes aux trajectoires de ses points soient 
dans ce plan. Car e^ ne renferme qu'un couple de droites 
correspondantes Cq et ^j. Donc, en dehors de sa caractéris- 
tique, £ ne contient aucune autre droite telle que sa conjuguée 
lui soit perpendiculaire. 

Si donc d et d^:=:e sont deux droites conjuguées qui se 
coupent à angle droit, et si par d nous faisons passer un plan 
S normal à <?, il s'ensuivra immédiatement que d est la ca- 
ractéristique de ô. Le point E où ^ est coupé par e est son 
foyer, car tout plan passant par d a son foyer sur la droite e. 

Si maintenant par e nous faisons également passer un 
plan 8 normal à d, il s'ensuivra de même que e sera sa ca- 
ractéristique, et que le point D, où il rencontre d, est son 
foyer. Les plans â et e se coupent suivant une droite qui 
passe par E et qui est perpendiculaire sur d et e. 

Donc d est tangente à la trajectoire de D, et e est tangente 
à la trajectoire de E. Il s'ensuit : 

Si d et e sont deux droites conjuguées dont les directions 
sont à angle droit Vune sur Vautre, chacune d*elles sera la 
caractéristique du plan mené par cette droite perpendiculai- 
rement à Vautre. Chacune de ces deux droites rencontre le 
plan passant par Vautre qui lui est perpendiculaire au foyer 
de ce plan, et elle est tangente à la trajectoire de ce point. 

Comme D et E sont les points de ces deux droites qui sont 
les plus rapprochés l'un de l'autre, on peut dire : 

Si d et e sont deux droites conjuguées dont les directions 
sont rectangulaires, chacune d'elles sera tangente à la tra- 
jectoire de celui de ses points qui est à la distance minimum 
de Vautre. 

On a démontré plus haut que la droite qui joint les deux 
points D et E rencontre à angle droit l'axe du mouvement 
hélicoïdal. Le foyer d'un plan quelconque est donc toujours 
sur la droite qui passe par son intersection avec Taxe et fait 
un angle droit avec celui-ci. 

3. Soient encore g et g"* deux droites conjuguées quel- 
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conques du système focal. Nous construirons la perpendicu- 
laire au plan t qui s'appuie sur ^ et ^^ : ce sera un rayon / 
du complexe linéaire. Soit L son point d'intersection avec e; 
L sera un point de la caractéristique e de £. Car, / étant nor- 
mal à £, la tangente à la trajectoire de L est dans e; c'est- 
à-dire que : 

Si l'on projette deux droites conjuguées sur un plan quel- 
conque, leurs projections se couperont en un point de la ca- 
ractéristique de ce plan. 

Considérons en particulier le cas où Tune des deux droites 
conjuguées g"* est perpendiculaire sur £, alors toute perpen- 
diculaire à e qui rencontre g doit être considérée comme une 
droite /du complexe, car toutes ces droites passent par le 
point à l'infini sur g'^. Donc la projection de g sur g est la 
caractéristique du plan, et il s'ensuit que : 

Si g est une droite dont la conjuguée est perpendiculaire 
sur le plan g, la projection de g sur g sera la caractéristique 
de ce plan. 

Si la droite g"* s'éloigne à l'infini, g devient un diamètre, 
et, comme tous les diamètres sont parallèles à Xy il s'ensuit 
que : 

La caractéristique de tout plan est parallèle à la projection 
sur ce plan de l'axe instantané» 

Comme toutes les droites g"* perpendiculaires sur g pas- 
sent par un seul et même point à l'infini, leurs conjuguées 
seront dans un plan, celui qui est perpendiculaire sur e, 
et passe par la caractéristique de g. L'une de ces droites 
est e elle-même. Et, en effet, nous savons déjà que e est 
conjuguée de la droite perpendiculaire à g qui passe 
par le foyer. De plus, il existe parmi elles une infinité 
de diamètres : ce sont les conjuguées de droites rejetées à 
l'infini et perpendiculaires sur g. D'après la nomenclature 
indiquée plus haut (III, 4), on peut aussi les nommer dia- 
mètres adjoints aux plans perpendiculaires sur g. 11 s'ensuit 
que : 
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La projection dun diamètre quelconque, adjoint à un plan 
perpendiculaire sur s, est la caractéristique de e. 

Si, par la caractéristique d'un plan s, on mène un plan 
perpendiculaire au premier, il contiendra tous les diamètres 
adjoints auœ plans perpendiculaires sur e. 

Si Yî est un plan parallèle à Taxe instantané ^, sa caracté- 
ristique peut encore être obtenue plus simplement; car, 
la droite conjuguée de a? étant la droite de Tinfini perpendi- 
culaire sur Xy Taxe lui-même est la droite adjointe à un plan 
perpendiculaire sur yî, c'est-à-dire que la caractéristique d'un 
plan Yî, qui est parallèle à Taxe du déplacement instantané, 
est la projection de cet axe sur yî. 

4. En dehors des trajectoires décrites par les points et des 
surfaces développables engendrées par les plans, nous consi- 
dérerons encore les surfaces réglées décrites par les différentes 
droites du système. 

Pour établir rigoureusement leurs propriétés, nous re- 
viendrons au cas de déplacements finis. Soient donc 2o et Ij 
deux positions données arbitrairement du système à trois 
dimensions; les systèmes adjoints 2'^ et 2^ forment un sys- 
tème focal auquel on peut appliquer tous les théorèmes 
obtenus au paragraphe précédent. 

Nous conviendrons expressément, pour l'instant, que les 
droites go et g^, qui représentent une même droite g dans 
deux positions différentes du système, ne se rencontrent pas. 
Si, de plus, A, B, ... sont des points de g, le plan passant 
par ^'", la corde- AqAi se confondra avec le plan tangent 
en A à la surface engendrée par g, lorsque le déplacement 
deviendra infiniment petit. En même temps, la normale en A"* 
à ce plan deviendra la normale à la surface en A. 

Nous pourrons construire ces normales de la manière sui- 
vante : 

Par g^ faisons passer un plan quelconque a, qui coupera 
g^ en A^. A^ sera le foyer de ce plan. Si de A^ nous abaissons 
la perpendiculaire A^B'^sur g^, ce sera une droite du com- 
plexe linéaire. La corde BqBi du point B^ est donc perpen- 
diculaire sur /"*; et, inversement, /"* est normal au plan pas- 
sant par g"^ et BqBi. 
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Donc, pour obtenir l'ensemble des droites qui deviennent 
à la limite des normales à la surface engendrée par^, il nous 
faudra abaisser des différents points de g^ des perpendicu- 
laires sur g^. Elles formeront un paraboloïde équilatère. 
Chacune de ces génératrices est parallèle aux plans perpen- 
diculaires sur g"^y et comme, de plus, elle appartient au 
complexe, elle rencontre aussi le diamètre «"* adjoint à ces 
plans. En passant à la limite : 

Les normales à la surface réglée engendrée par une droite 
du système forment à chaque instant un paraboloïde hyper- 
bolique équilatère qui contient la droite g"*, conjuguée de g^ 
et les diamètres u, adjoints aux plans perpendiculaires sur g, 

5. D'après cela, si A est un point quelconque de g et que, 
par A et w, nous fassions passer un plan [A m], il contiendra 
la normale à la surface au point A. Le plan tangent à la sur- 
face au point A est donc le plan mené par ^perpendiculaire- 
ment sur [Aw]. 

Cela va nous permettre de déterminer immédiatement le 
plan central et le point central sur g. Désignons par G^ le 
point à rinfini sur g, le plan central est parallèle au plan 
[fiG^], c'est-à-dire que c'est le plan mené par g parallèle- 
ment à u. Mais ce plan est aussi parallèle à g"*, 11 s'ensuit 
que : 

Le plan central de la surface engendrée par g est, à chaque 
instant, parallèle à la droite conjuguée de g et à Vaxe du 
déplacement. 

Comme le plan central est parallèle à x, nous obtiendrons 
sa caractéristique en projetant x sur ce plan. Le point où g 
coupe la caractéristique est le point pour lequel la tangente 
à la trajectoire est dans le plan central lui-même, c'est-à-dire 
qu'il est le point central de g. Donc : 

Le point central de la surface engendrée par g est le pied 
de la perpendiculaire commune à cette droite et à l'axe du 
déplacement. 

6. Nous avons expressément supposé jusqu'ici que g^ et 
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gi ne se coupent pas; mais le cas contraire peut arriver. 
Alors la droite mobile décrit à l'instant considéré un élément 
de surface développable. Danscecas, les définitions données 
plus haut du point central et du plan central perdent leur 
signification; mais nous conviendrons d'appeler toujours 
point central celui qui est à la plus courte distance de la 
droite conjuguée, et, par suite, de l'axe du déplacement. 

Comme le fait voir le théorème démontré en dernier lieu, 
c'est une défmition qui est valable pour toutes les droites du 
système. 

Soient <io et d^ deux droites de ^o et 2i qui se coupent. 
Elles seront aussi coupées par leur médiane; les trois droites 
sont dans un plan qui, considéré comme faisant partie de 2'", 
sera désigné par à'^. Comme â"' contient d'^, è^ passera par d^ 
et (^1 par d^; il s'ensuit que d'"^ est la caractéristique du 
plan à^. En passant à la limite, la droite d deviendra la carac- 
téristique du plan ô, et, par conséquent, la tangente à la tra- 
jectoire d'un point D, et nous pourrons conclure de là que le 
point central d'une pareille droite est le point pour lequel la 
tangente à la trajectoire est la droite elle-même. 

Si l'on sait qu'une droite d'un système décrit une surface 
développable, elle fait à chaque instant partie de cette classe 
de droites d. Le point que nous venons de désigner sous le 
nom de point central est, dans ce cas, le point de contact 
avec l'arête de rebroussement de la surface développable. 

7. Aux théorèmes précédents nous ajouterons quelques 
constructions élémentaires qui en découlent. 

Nous définirons encore le mouvement au moyen de deux 
couples de droites conjuguées \g g'^l et \hh"*\. 

Pour trouver la caractéristique d'un plan, il nous suffira de 
projeter gyg^, h et hy sur e, de déterminer les points d'inter- 
section de ces couples de droites et de le^ joindre entre eux. 

Si A est un point d'une droite g et qu'il s'agisse de con- 
struire la normale à la surface décrite par g^ nous ferons 
passer par A un plan perpendiculaire à ^; nous détermine- 
rons le foyer de ce plan de la manière qui a été indiquée, et 
nous le joindrons au point A. Cette ligne de jonction est la 
normale cherchée. 
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S'il s'agit de déterminer le point central sur la droite g^ 
nous construirons les plans normaux de deux points quel- 
conques de ^; ils se coupent suivant ^^ et la perpendiculaire 
à ^ et ^^ rencontre g au point central. 

VU. — Le complexe des tangentes aux trajectoires. 

1. Toute corde AoAi réunit deux points correspondants de 
2o 6t 2,. 

Leur ensemble forme, par conséquent, un complexe tétraé- 
dral de rayons dérivant des espaces congruents 2© et 2i. 

Ce fait subsiste pour des positions infîniment voisines du 
système. Donc : 

V ensemble des tangentes aux trajectoires des points appar- 
tenant à un système à trois dimensions constitue à chaque in- 
stant un complexe tétraédral de rayons C^*^ 

Ce complexe est identique avec l'ensemble des caractéris- 
tiques de tous les plans du système ou avec l'ensemble des 
droites qui décrivent à l'instant considéré des éléments de 
surfaces développables. Car nous avons démontré (V, 2) que 
toute tangente c^ à la trajectoire d'un point D est, en même 
temps, la caractéristique d'un plan 5, et jouit de cette pro- 
priété que rfo et d^ sont dans un même plan. 

Le tétraèdre fondamental du complexe formé par 2© et 2^ 
se réduit à l'axe du déplacement correspondant et à la droite 
de l'infini qui lui est perpendiculaire. Car ce sont les seules 
droites qui soient communes aux systèmes io^t^i.La même 
chose a lieu pour le complexe des tangentes aux trajectoires. 
On peut donc s'attendre à rencontrer dans l'étude de ce com- 
plexe des formes géométriques d'espèce toute particulière. 

Chaque instant du mouvement est complètement déterminé 
par le mouvement hélicoïdal instantané; la nature du com- 
plexe ©^'^ ne dépendra donc que de lui. Dans les recherches 
qui vont suivre, nous aurons encore recours, quand cela sera 
nécessaire, à des positions arbitraires 2© etij du système. 

2. Si ^0 est une droite qui est coupée par la droite corres- 
pondante û?„ la médiane d"* sera la caractéristique du plan 
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d'« = [<fo^i] de 2'". Il en résulte (1,3, Chap. I) que les cordes 
de tous les points de dç^ enveloppent une parabole qui a c?"» 
pour tangente au sommet et le foyer du plan comme foyer. 
Si nous passons à des positions infiniment voisines 2o et 2], 
il s'ensuivra que : 

Les tangentes aux trajectoires qui sont situées dans un 
plan quelconque à em^eloppent à chaque instant une parabole 
qui admet comme tangente au sommet la caractéristique du 
plan et comme foyer le foyer du plan. 

On peut encore énoncer ce théorème de la façon sui- 
vante : 

Si d est une droite quelconque du complexe G^*), les tan- 
gentes aux trajectoires de d enveloppent une parabole qui 
admet cette droite comme tangente au sommet et dont le 
foyer est au foyer du plan qui a d pour caractéristique. 

3. Si gçi est une droite de 2 qui ne rencontre pas la droite 
correspondante ^j, les cordes correspondantes seront les 
génératrices d'un paraboloïde. Celui-ci contient aussi la mé- 
diane g"^. Si G'" et G^ sont les pieds de la perpendiculaire 
commune à g'^ et g"* et que /'" soit la droite de jonction de 
ces points, /'" sera un rayon du complexe linéaire qui est ad- 
joint au système focal formé par 2'« et 2^. Elle sera donc 
perpendiculaire sur la corde GqGi passant par GJ*, et, comme 
elle est perpendiculaire sur g"^, il s'ensuit qu'elle sera nor- 
male au paraboloïde au point G'". 

Toute corde appartenant au paraboloïde est dans un plan 
perpendiculaire à g"*. Nous pouvons donc prendre comme 
plan directeur de ces génératrices le plan passant par /'» et 
perpendiculaire sur^^. 

Le plan directeur du second système de génératrices est 
parallèle aux droites g^ et ^,. Nous ferons passer un plan par 
//n Q^ gm et le- considérerons comme un pian ô'" de 2'". 
Comme Z'" est perpendiculaire sur l'axe du mouvement héli- 
coïdal, la caractéristique d'"^ de à"^ sera perpendiculaire à l"^ 
et, par conséquent, parallèle à g'^. Mais â'" renferme aussi d^^ 
et<fi, et, comme Iq? 2,, 2'" sont des systèmes en affinité col- 
S. 8 
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linéaire, d^ sera parallèle à ^o et di parallèle à g^ c'est-à-dire 
que 5'" est le plan directeur du second système de généra- 
trices. 

Les deux plans directeurs se coupent suivant /"*. Or on 
vient de démontrer que cette droite est la normale au para- 
boloïde au point G'". Donc elle est Taxe principal et G'" est 
le sommet du paraboloïde. Passons à la limite et observons 
que G"* devient le point central sur g, il s'ensuivra : 

Les tangentes aux trajectoires de tous les points d^une 
droite g qui n'appartient pas au complexe 0^'\ forment, à 
chaque instant, l'un des systèmes de génératrices d^ un para- 
boloïde. Ce paraboloïde a pour sommet le point central et 
pour axe la perpendiculaire abaissée de ce point sur Vaœe 
du déplacement. Le plan directeur des tangentes aux trajec- 
toires est perpendiculaire à la droite conjuguée g"*. 

k. Chaque droite g est Taxe d'un faisceau de plans. Les 
deux faisceaux correspondants de 2o et 2,, dont les axes sont 
^0 et gx, déterminent en général des droites appartenant à 
Tun des systèmes de génératrices d'un hyperboloïde. L'inter- 
section de deux plans homologues £« et s^ des deux faisceaux 
est une génératrice; à la limite, ce sera la caractéristique du 
plan e. 

A l'aide des théorèmes établis plus haut au sujet des carac- 
téristiques, il nous sera possible de reconnaître directement 
la nature spéciale de l'hyperboloïde sans avoir recours à la 
considération de deux systèmes 2o et 2i. 

Nous conviendrons d'abord que la droite n'appartient pas 
au complexe des tangentes. Si e est encore la caractéristique 
d'un plan s du faisceau, le plan y) passant par e et perpendi- 
culaire sur £ renfermera tous les diamètres du système focal 
qui sont adjoints aux plans perpendiculaires à e (V, 3). Par 
conséquent, il contiendra certainement le diamètre u ad- 
joint aux plans perpendiculaires sur g. Mais cela est vrai 
pour tout plan du faisceau g; c'est-à-dire que les plans f\ qui 
sont menés par les caractéristiques des plans s perpendicu- 
lairement à ces plans passent tous par une même droite w. 
Toute caractéristique est donc l'intersection de deux plans 
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perpendiculaires Tun sur l'autre passant Tun par w, l'autre 
par^. 

On peut démontrer que deux faisceaux de plans dont les 
éléments correspondants sont perpendiculaires l'un sur 
l'autre sont projectifs. Cela a déjà été fait pour le cas parti- 
culier où les axes des faisceaux se coupent (Chap. II, I). 

Nous pourrions en déduire le théorème général, mais nous 
préférons en donner une démonstration directe. Soit Sg un 
plan quelconque passant par g. Par g nous faisons passer un 
second faisceau de plans £^ tel que e^ soit perpendiculaire 
sur e^. Les deux faisceaux seront égaux. Un plan quel- 
conque « normal à g coupe le faisceau des plans g^ suivant 
le faisceau de rayons e'^ et le faisceau de plans e» passant 
par u suivant les rayons e„. Mais e^ est toujours parallèle 
à e„, donc e'g. est aussi parallèle à e„. Ces deux faisceaux de 
rayons sont donc en situation perspective avec une même 
ponctuelle située à l'infini. Donc les faisceaux £„ et g^ ainsi 
que £„ et g^ seront projectifs. Pour tenir compte de ce que 
l'hyperboloïde considéré peut être engendré par deux fais- 
ceaux projectifs dont les plans correspondants sont perpen- 
diculaires l'un sur l'autre, on l'appellera hyperboloïde ortho- 
gonal. 

On pourra donc dire que : 

Les caractéristiques de tous les plans qui passent par une 
droite quelconque g du système à trois dimensions forment en 
général^ à chaque instant^ les génératrices d'un hyperboloïde 
orthogonal. On peut engendrer cette surface au moyen de 
deux faisceaux de plans dont les plans correspondants sont 
perpendiculaires l'un sur l'autre. L'un d'entre eux a g pour 
axe, pendant que l'axe de Vautre est le diamètre u adjoint 
aux plans perpendiculaires à g {^). 

5. De même que le cône orthogonal (Chap. II, I), l'hyper- 
boloïde orthogonal jouit aussi de la propriété d'avoir ses sec- 
tions circulaires perpendiculaires à deux génératrices qui 
sont les droites g et u. Le plan a norrftal à g que l'on vient 

(') Sur l'hyperboloïde orthogonal, voir les Mémoires cités à la p. 56. 
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de considérer coupe, en effet, le plan Sg suivant un rayon e^ 
perpendiculaire à e'^, et, comme e'^ est parallèle à e„, e„ 
et e^ sont aussi perpendiculaires Tun sur l'autre. Leur point 
d'intersection est un point de Thyperboloïde. Maintenant e^ 
passe toujours par le point {eg) et e„ toujours par (tu). Par 
conséquent, la courbe d'intersection du plan a avec l'hyper- 
boloïde est un cercle, (sg) et (eu) étant les extrémités d'un 
diamètre. Le fait analogue se produit pour les plans normaux 
à u. Donc : 

L'hyperholoïde orthogonal est coupé suivant un cercle par 
tout plan perpendiculaire à g ou à u. 

Pour tout plan du faisceau, on obtient la caractéristique 
en projetant sur lui le diamètre u. Nous considérerons deux 
plans particuliers, le plan [i parallèle à a? et le planv qui est 
perpendiculaire à celui-ci. La caractéristique m du plan/jt est 
parallèle à w, et la caractéristique n du plan v est parallèle 
à g. Donc les plans [^/w], [nu"] sont parallèles. D'ailleurs, les 
deux plans sont des plans tangents à l'hyperboloïde aux 
points {gm) et {nu). 

Soit alors /la perpendiculaire commune à ^ et à a?. Comme 
elle est dans un plan perpendiculaire à g, elle rencontre la 
droite de l'infini de ce plan, et, comme c'est une droite du 
complexe linéaire, elle rencontre aussi la conjuguée de cette 
droite de l'infini, c'est-à-dire le diamètre m. Les points {gm) et 
{nu) sont donc touslesdeuxsur /; donc /est un axe principal 
de l'hyperboloïde, celui qui est parallèle aux plans des sec- 
tions circulaires. Donc : 

La perpendiculaire commune à g et à u est un axe prin- 
cipal de l'hyperboloïde y celui qui est parallèle aux plans des 
sections circulaires. 

L'un des sommets situés sur cet axe principal se confond 
donc avec le point central de g. 

6. Quand l'axe g du faisceau de plans est à angle droit sur 
Taxe de déplacement, l'hyperboloïde se transforme en un 
paraboloïde équilatère; car la caractéristique d'un plan est 
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parallèle à la projection de Taxe du déplacement. Donc les 
caractéristiques de tous les plans du faisceau sont perpendi- 
culaires sur g. Le sommet du paraboloïde est encore le point 
central sur g. Inversement, il est visi-ble que si, dans un fais- 
ceau de plans, la caractéristique d*un plan est perpendiculaire 
sur Taxe gy g et x doivent être à angle droit, et alors les ca- 
ractéristiques de tous les plans sont perpendiculaires sur g. 
Comme cela a lieu à tout instant du mouvement, nous obtien- 
drons incidemment le théorème suivant : 

Si un faisceau de plans se déplace de telle façon que la 
caractéristique d'un plan soit toujours perpendiculaire à 
l'axe du faisceau, cela aura lieu pour les caractéristiques de 
tous les plans du faisceau. 

7. Si Taxe du faisceau appartient au complexe des tan- 
gentes, lequel cas a été exclu jusqu'ici, Thyperboloïde se 
réduit à un cône orthogonal. Désignons, en effet, une pareille 
droite par d^ et soit D le pointa la trajectoire duquel elle 
est tangente. D sera le foyer du plan qui est perpendicu- 
laire à d. Donc le diamètre u adjoint à ce plan passe également 
par D. Les droites <i et m se couperont, et les faisceaux de 
plans dont elles sont les axes, engendreront un cône ortho- 
gonal dont le sommet sera en D. 

Tout plan qui passe par û? a en commun deux droites avec 
ce cône : d et sa caractéristique. De là il suit que le plan qui 
a d comme caractéristique, touche le cône suivant d. Mais 
tout plan passant par u coupe également le cône suivant une 
seconde génératrice, à Texception de celui qui est perpen- 
diculaire au plan principal que déterminent d et u. Ce plan 
est donc tangent au cône le long de m ; il contient d'ailleurs 
l'axe du déplacement. 

Donc : 

Si une droite d est tangente à la trajectoire d' un point D, 
les caractéristiques de tous les plans que Von peut faire pas- 
ser par cette droite forment à chaque instant un cône ortho- 
gonal. Les axes des faisceaux orthogonaux qui V engendrent 
sont d et le diamètre u adjoint aux plans perpendiculaires 
sur d. Le sommet du cône est le point D. Le plan dont la ca- 
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ractéristique est d le touche le long de cette droite, et le plan 
tangent suivant u contient l'axe du déplacement. 

On peut donner aussi ce théorème sous la formé sui- 
vante : 

Toutes les droites du complexe G^') qui passent par un point 
quelconque 1) forment un cône orthogonal. Les axes des 
faisceaux orthogonaux qui l'engendrent sont la tangente d 
à la trajectoire de D et le diamètre adjoint aux plans per^ 
pendiculaires à d. 

Si enfin la droite v est un diamètre, tout plan mené par i> 
est parallèle à x, et sa caractéristique est, par conséquent, la 
projection de x sur ce plan. Chacune des caractéristiques est 
l'intersection de deux plans rectangulaires passant par les 
droites parallèles x et v. L'ensemble de ces droites forme 
donc un cylindre de révolution ayant le plan [i^x] pour plan 
diamétral. 

8. Toute droite du système à trois dimensions décrit une 
surface réglée. Sur chacune d'elles se trouve à chaque instant 
un point remarquable, le point central. C'est (VI, 5) le pied 
de la perpendiculaire commune à la droite et à l'axe du dé- 
placement. 

Nous nous proposons de déterminer la surface lieu des 
points centraux de toutes les droites d'une gerbe de rayons. 

Soit D le centre de la gerbe, et u le diamètre passant par 
ce point. Considérons le faisceau de plans dont l'axe est u. 
Soit |JL un plan quelconque de ce faisceau. Il coupera la gerbe 
de rayons suivant un faisceau dont le centre est en D. Comme 
[X est parallèle à x, le point central d'une droite quelconque 
de ce faisceau est l'intersection de cette droite avec la pro- 
jection m de X sur fx. Mais m est la caractéristique du plan |jl. 
Donc toutes ces droites m sont sur un cylindre de révolution, 
comme il vient d'être démontré. 

Par suite : 

Les points centraux des surfaces décrites par les droites 



MOUVEMENT d'un SYSTÈME INYARIÂBLE. 1 I9 

passant par un point D sont à chaque instant sur un cylindre 
de révolution qui contient Vaxe du déplacement instantané 
et qui a pour diamètre la distance du point D à cet axe» 

Parmi les droites passant par le point D, on soumettra à 
une étude spéciale celles qui appartiennent au complexe du 
second ordre C^'\ 

Chacune d'elles est tangente à la trajectoire de son point 
central. On peut donc définir les points centraux de ces 
droites comme étant les points du système pour lesquels les 
tangentes aux trajectoires sont dirigées sur un même point. 

Les droites du complexe C<-) qui passent parD forment un 
cône orthogonal ; leurs points centraux sont donc à Tinter- 
section du cylindre avec ce cône. Mais les deux surfaces ren- 
ferment le diamètre passant par D; elles ont donc encore en 
commun une courbe gauche du troisième ordre c^ Le plan 
[^w] est un plan diamétral du cylindre, tandis qu'il est tan- 
gent au cône orthogonal suivant u. Les deux surfaces se 
coupent donc orthogonalement le long de leur génératrice 
commune. 

Il s'ensuit que : 

Tous les points du système 2, pour lesquels les tangentes aux 
trajectoires sont dirigées sur un point Jixe\S de V espace, sont 
à chaque instant sur une courbe gauche du troisième ordre c*. 
Celle-ci résulte de l'intersection d'un cône orthogonal et d'un 
cylindre de révolution qui ont en .commun le diamètre u 
passant par D et se coupent orthogonalement le long de ce 
diamètre. Le plan qui touche le cylindre suivant u est un plan 
diamétral du cône, et le plan qui touche le cône suivant u est 
un plan diamétral du cylindre, 

9. Tout plan normal à l'axe instantané coupe le cylindre 
suivant un cercle, et, comme u est l'une des deux généra- 
trices du cône sur lesquelles les sections circulaires sont per- 
pendiculaires, il coupera aussi le cône suivant un cercle. 
Les deux cercles passent par le même point de m, mais il n'y 
a que les autres points d'intersection qui appartiennent à la 
courbe c^ Deux d'entre eux sont les points circulaires de 
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rinfiniy communs aux plans perpendiculaires sur x. Ceux-ci 
sont donc sur c\ et il s'ensuit que : 

La courbe gauche c' contient les points circulaires de 
Vinjini appartenant aux plans perpendiculaires sur Vaxe 
du déplacement. 

Le point réel que c' a en commun avec le plan de Tin- 
flni est le point X« à l'infmi sur Taxe du déplacement. 
Comme droite du cylindre de révolution, x est une corde de 
c'. Mais le plan [^m] est un plan tangent au cône ortho- 
gonal; par conséquent, Taxe x ne peut être rencontré par 
aucune génératrice du cône en dehors de m. Il n'y aura donc 
pas d'autre point de c^ sur Xy qui sera, par conséquent, asym- 
ptote à la courbe. 

Nous obtiendrons le plan osculateur en un point P de c^, 
en déterminant sa tangente et en menant, par cette droite, 
le plan tangent au cône projetant c* de P comme centre. Le 
plan asymptote est donc celui qui contient Tasymptote et 
touche le cylindre de révolution. 

Donc : 

L'axe du déplacement est l'asymptote du cercle cubique; 
son plan asymptote est perpendiculaire au plan qui passe 
par D et par l'axe, 

10. Tout plan a perpendiculaire à x rencontre le cône 
orthogonal suivant un cercle et une génératrice a en un 
point Aa. 

Si d est la tangente à la trajectoire du point D, la droite DaUa 
est le diamètre de ce cercle. Faisons se correspondre deux 
points Aa,Ba du cercle dont la ligne de jonction est perpen- 
diculaire sur le diamètre DalJa. Tous ces couples de points 
forment une involution dont le centre est le point à l'infini 
de la droite perpendiculaire sur DaU». Les points doubles de 
cette involution sont Da et Ua. 

Par suite, les génératrices a et 6 du cône orthogonal 
font partie aussi d'une involution de rayons, et cela de telle 
façon que u eld soient les rayons doubles. Comme le cône 
est en situation perspective avec la courbe gauche c', il dé- 
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terminera sur elle une involution de points qui aura comme 
points doubles D et le point à l'infini X«,. Qn désignera deux 
points conjugués sous le nom àQ points conjugués du cercle 
cubique. Mais Taxe instantané x est une tangente de c* ; par 
conséquent, Tinvolution de points est projetée de x par un 
faisceau de plans en involution. Les plans doubles sont le 
plan diamétral [^w] et le plan qui lui est perpendiculaire. 
Par conséquent, deux plans conjugués feront des angles égaux 
avec le plan diamétral. 

Ainsi deux points conjugués A et B du cercle cubique c^ 
jouissent de cette propriété que les plans qu'ils déterminent 
avec X sont également inclinés sur le plan [^w]. Nous savons 
que les génératrices a et è du cône, sur lesquelles sont si- 
tuées A et B, sont également inclinées sur le plan [t/w] et, 
par suite, aussi sur le plan qui lui est perpendiculaire [^m]. 
Nous en pouvons donc conclure que les points A et B sont 
également distants de D. 

Appelons [xul le plan principal et soit D le sommet du 
cercle cubique : 

Deux points conjugués du cercle cubique sont à égale 
distance du sommet, et les plans quHls déterminent avec Vaxe 
du déplacement sont également inclinés sur le plan prin- 
cipal. 

Ces théorèmes donnent une image tangible de la position 
du cercle cubique sur le cylindre. 

11. Le cône orthogonal est projeté des deux rayons con- 
jugués a et 6 par deux faisceaux congruents de plans (II, 
1, 4). La même chose a lieu pour les points du cercle cu- 
bique. 

Prenons les deux points conjugués A et B pour centres de 
gerbes, et considérons c* comme résultant de l'intersection 
de ces gerbes. Nous aurons ainsi rapporté projectivement 
ces deux gerbes l'une à l'autre. Les rayons a et ô, qui se 
coupent au point D, sont des rayons correspondants des deux 
gerbes. 

Par suite, les deux faisceaux congruents de plans suivant 
lesquels c* est projeté de a et de 6 sont des faisceaux corres- 
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pondants des deux gerbes. Les droites Ua et m^ des deux 
gerbes, parallèles à Taxe du déplacement, sont deux droites 
correspondantes, car elles passent par X^^, et Ton peut pro- 
jeter les génératrices du cylindre au moyen de faisceaux 
congruents de plans passant par ces droites. On pourra donc 
le faire aussi pour les points de c'. 

Les deux gerbes jouissent donc de cette propriété que 
deux faisceaux de plans de Tune sont congruents aux fais- 
ceaux de plans correspondants de Taulre. Elles sont donc 
congruentes elles-mêmes, comme il est facile de le voir. 

Donc : 

Le cercle cubique est projeté de deux points conjugués par 
deux gerbes congruentes de rayons. 

De là découle cette conséquence que le cercle cubique 
est projeté de chacun de ses points par un cône ortho- 
gonal. 

12. Nous avons vu que le cercle cubique est le lieu des 
points centraux pour les droites passant par D qui appar- 
tiennent au complexe des tangentes. Ces droites sont les 
rayons e de la gerbe qui décrivent momentanément des élé- 
ments de surfaces développables. Pour chacun d'eux, les 
droites infiniment voisines e^ et e^ se coupent. Le cercle cu- 
bique résulte donc aussi de l'intersection de deux gerbes 
Do etDi. 

Chacune de ses sécantes est alors la caractéristique d'un 
plan de la gerbe D. Il s'ensuit que : 

Les caractéristiques de tous les plans qui passent par un 
point quelconque D de Vespace sont, à chaque instant, les 
sécantes d'un cercle cubique qui a D pour sommet. 

Comme Je cercle cubique est projeté de deux points 
conjugués par des gerbes congruentes, il nous est permis 
d'en déduire que les théorèmes précédents subsistent sous 
une forme analogue pour des positions quelconques 2o et 
2i des systèmes. Nous sommes donc ici en état de dé- 
duire de théorèmes obtenus dans le cas d'un déplacement 
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infiniment petit des théorèmes applicables au déplacement 
fini. 

Soient alors Ao et Ai les centres de deux gerbes corres- 
pondantes de Iq et 11 ; déterminons Taxe du mouvement 
hélicoïdal, et construisons le cylindre qui passe par x, A© 
et Al. Le plan diamétral de ce cylindre, qui contient x, est 
le plan principal du cercle cubique. SiXo et Xi sont les pieds 
des perpendiculaires abaissées de Ao et Ai sur^, A'"X'" pas- 
sera par le sommet D du cercle cubique. Ainsi le cône ortho- 
gonal qui a D pour sommet est déterminé. 

13. Aux points du système à trois dimensions pour lesquels 
les tangentes sont dirigées vers, un point D correspondent 
par voie de dualité les plans qui ont leurs caractéristiques dans 
un môme plan s. Aux caractéristiques des plans passant par 
D correspondent les tangentes aux trajectoires de tous les 
points de e. Pour étudier ces formes géométriques, il sera 
rationnel de partir encore de deux positions arbitraires du 
système, 1q et li. 

Soient donc eo et Si les positions successives d'un plan e 
de 2, les cordes de tous les points de e forment un système 
de rayons S* du troisième ordre et de la première classe, et 
lorsque Eq et Si se rapprochent indéfiniment, chacune des 
cordes deviendra la tangente à la trajectoire d'un point de s. 
Déplus, SoCtÊi engendrent un faisceau de plans du troisième 
ordre, E*, qui contient le plan de l'infini. Les rayons de S', 
c'est-à-dire les cordes Ao Ai, sont les axes de ce faisceau de 
plans. Celui-ci est identique avec l'ensemble des plans oscu- 
lateurs à une parabole cubique. Lorsque le déplacement de- 
vient infiniment petit, chacun des plans se transforme en 
l'un des plans dont les caractéristiques sont dans s. Dans ce 
qui suit, on étudiera les propriétés spéciales du faisceau de 
plans E^ et du système de rayons qui en dépend. 

Chaque plan de E' passe par deux droites correspondantes 
de So et £i. Le plan médian renferme les droites homologues 
Cq et e, suivant lesquelles il coupe £o et e,. Il s'ensuit donc, 
en premier lieu, que e^ appartient au faisceau de plans E'. 

De plus, tout plan a de E' est coupé par l'ensemble des 
plans suivant une parabole; car, le plan de l'infini étant un 
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des plans de E*, la section conique, située dans a, a pour tan- 
gente la droite de Tinfini. 

14. Soient maintenant Xq, Xi, X'" les points d'intersection 
de Taxe du mouvement avec £o> êi> £'"• Considérons sur êq, Si, 
£"* les faisceaux de rayons dont les centres sont Xq, X^ et X*". 

On voit facilement (Démonstration, XI, 6) que les trois 
droites «o, w,, n^ perpendiculaires sur Taxe du déplacement 
sont des rayons correspondants des faisceaux; et il en est de 
même pour les droites /?o, P\y /?'", qui leur sont perpendicu- 
laires, c'est-à-dire pour les projections de x sur So» £i> £'"• 

Les cordes, c'est-à-dire les rayons du système S*, qui unis- 
sent les points correspondants de p^ et/?i forment un para- 
boloïde pj,^^ (VII, 3) qui renferme la droite p^ et dont le 
sommet est au point (^/?'") = X'". L'axe principal du para- 
boloïde est la droite w'", et les plans directeurs sont les plans 
[xn'^'\ et [/?'"n'"] = e'". 

Il y a dans tout plan a de E^ une des génératrices du sys- 
tème auquel appartiennent /?o,/?i et/?'" : c'est la droite />« qui 
correspond à/?© et />i. Toutes les droites /^asont coupées par 
les cordes qui forment l'autre système de génératrices suivant 
des ponctuelles semblables, et sur deux droites /?« et/?p qui 
font des angles égaux avec le plan directeur [xn^'\ les ponc- 
tuelles sont même congruentes. On sait que la droite de 
l'infini du plan e'" est coupée par tous les couples /?«, /?q sui- 
vant une involution de points dont les points doubles sont à 
l'infini sur p^ et n^. Mais les génératrices pa. du paraboloïde 
projettent cette involution de telle manière sur x, que les 
points doubles seront X'" et le point à l'infini X« sur x. 
Deux points conjugués quelconques sont donc également 
distants de X"*. Par suite : 

Deux génératrices du paraboloïde Jpjtf ^ qui sont coupées par 
les cordes suivant deux ponctuelles congruentes sont égale- 
ment inclinées sur le plan [xn"^'\ et rencontrent Vaxe du 
déplacement en deux points dont le milieu est X'". 

Le paraboloïde 1^^^\ qui est engendré par les ponctuelles 
congruentes «o et /ij, a également le point X'" pour sommet. 
Tout plan a de E' contient la génératrice n» du système réglé 
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dont font partie n^ et ni. Comme /îq et n^ sont perpendicu- 
laires sur ûCy le paraboloïde est équîlatère, et toute généra- 
trice rirt est perpendiculaire sur or. Le plan directeur des 
cordes situées sur Jp^„*' est [a?/?'"]. On peut donc appliquer à 
deux génératrices du système /za, qui sont coupées par les 
autres cordes suivant des ponctuelles congruenles, les mêmes 
conclusions qu'aux génératrices analogues /?« et p^ de PÎJJ, 
c'est-à-dire que : 

Deux génératrices du paraboloïde |)5f ', qui sont rencontrées 
par les cordes suivant des ponctuelles congruentes, sont per- 
pendiculaires sur Vaxe du déplacement, le coupent en deux 
points également distants deH^, et font des angles égaux 
avec le plan \xp^^\ 

15. Le système de génératrices /?« de ^^^^ et le système wa 
de IP^^*' sont tous les deux perspectifs à la ponctuelle X». 
Donc les deux faisceaux de plans qui, de x^ projettent les deux 
systèmes de génératrices sont projectifs. Mais ces faisceaux 
de plans sont dans cette situation particulière que trois des 
plans de l'un, 

[a?/?o]» \.^Px\y ['3?/?'"], 

sont perpendiculaires sur les plans correspondants de l'autre, 

[j:/Io], [^/2i], [^/i'^]. 

Donc deux plans correspondants quelconques sont perpen- 
diculaires Tun sur l'autre ;pa est perpendiculaire sur/iaet^o 
sur /ip. 

Donc les angles (^/?a) et (^/?p) sont les angles des plans a 
et (3 avec Xy c'est-à-dire que : 

Deux plans de Y? qui coupent Vaxe du déplacement en 
deux points également distants de X'" font avec cet axe des 
angles égaux. Les projections de Vaxe sur les plans du fais- 
ceau sont des rayons correspondants de tous les plans. 

Comme toutes les droites/?a sont parallèles au plan £'" et que 
p^"^ est la projection de x sur s'", il s'ensuit encore que £"* 
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est le plan qui fait le plus petit angle avec x. Il ne peut donc 
y avoir aucun plan réel de E' qui contienne x\ c'est-à-dire 
que X est un axe impropre du faisceau de plans. 

Observons encore que /?« et p^y de même que /la et np, 
sont rencontrés par les rayons de S' suivant des ponctuelles 
congruentes. 

Il s'ensuit que : 

Deux plans de E' qui font des angles égaux avec l'axe du 
déplacement sont coupés par les rayons du système S^ suivant 
des systèmes plans congruents, 

L'à\Q du déplacement a une position particulière par rap- 
port au faisceau de plans E'. Nous le nommerons Vaxe prin- 
cipal de ce faisceau. De même g'" sera appelé \q plan princi- 
pal. On peut aussi définir l'axe principal d'une manière tout 
à fait géométrique comme étant la ligne de jonction des deux 
points correspondants qui sont les plus rapprochés l'un de 
l'autre, et le plan principal sera le plan qui fait avec l'axe 
principal le plus petit angle. Nous avons déjà vu que les plans 
de E' déterminent sur x une involution de points, dont les 
points doubles sont X"* et X^. Cette remarque donne encore 
naissance au théorème suivant : 

Faisons correspondre deux à deux les plans de E' qui sont 
rencontrés par les cordes suivant des systèmes congruents; 
tous ces couples formeront une involution dont les éléments 
doubles seront le plan principal e,^ et le plan de V infini. Toute 
corde AqAi est coupée par eux suivant une involution de 
points dont les points doubles sont A'" et le point à Vin- 
fini k^. 

En nous basant sur les théorèmes précédents, il ne nous 
sera pas difficile de nous procurer une image tangible de la 
distribution des plans de E'. 

Car, si X» et Xp sont deux points également distants de X'", 
les plans qui passent par ces points sont déterminés par la 
condition que d'abord ils doivent faire des angles égaux 
avec Xy et que, en second lieu, les projections de x sur a 
et j3 sont également inclinées sur le plan [^/?'"], c'est-à-dire 
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sur le plan mené par x perpendiculairement sur s'". De 
plus, £"* fait le plus petit angle avec Xy et les angles des 
plans a avec x augmentent d'une façon continue plus Xa 
s'éloigne de X"*. Le plan de Tinfini doit être considéré 
comme étant le plus incliné, et perpendiculaire sur Taxe du 
déplacement. 

Les plans de E' sont deux à deux symétriquement situés 
par rapport aux plans \xp^\ et e"*; c'est pourquoi nous nom- 
merons E' le faisceau symétrique de plans de troisième ordre» 

16. Nous commençons maintenant l'étude du système de 
rayons formé par les cordes Aq Aj. Dans la suite, nous désigne- 
rons la corde AqAi par 5^. Soient Sa et s^ deux quelconques 
des cordes qui sont également inclinées sur l'axe du déplace- 
ment. Les plans êq, ei, a, (3 de E^ déterminent sur elles des 
séries de points Ao,Ai,Aa,Ap, et Bo,6x,6a,Bp. Du caractère 
géométrique du mouvement hélicoïdal, il ressort que les pro- 
jections sur X de AqAj etBoBj sont égales entre elles et égales 
à XoXi. Mais a et (3 sont des systèmes plans congruents pour 
lesquels x est Taxe du déplacement ; donc les projections de 

AaAp, BaBp sont égales entre elles et égales à XaXp. 

Si maintenant nous observons que toute corde Sa est coupée 
par les couples de plans a, (3 en deux points conjugués d'une 
involution, qui a A;;, et A^ comme points doubles, et que Sa 
et st font des angles égaux avec Xy il s'ensuit que les ponc- 
tuelles déterminées par les plans du faisceau E^ sur^» et 5^ 
sont congruentes, c'est-à-dire que : 

Toutes les cordes du système de rayons qui font le même 
angle avec V axe principal, sont rencontrées suivant des ponc^ 
tuelles congruentes par les plans du faisceau E'. 

Nous pourrons nous servir de ce théorème pour représenter 
simplement sur une gerbe de rayons le faisceau de plans et 
le système de rayons qui lui correspond. 

Par chaque point de l'espace, il passe, en général, trois 
rayons Sa* Cela a donc lieu aussi pour tout point situé à l'in- 
fini P^. Comme s^ est un plan de E', deux de ces rayons sont 
dans £_. Il n'y a donc qu'une corde située à distance finie 
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passant par P^, c'est-à-dire parallèle à une direction donnée. 

Par un point quelconque 0' de l'espace, faisons maintenant 
passer une gerbe de rayons s'a; chaque corde Sa aura sa paral- 
lèle dans Sa, et inversement. Si nous faisons abstraction des 
rayons situés dans e^, il s'ensuit que le système de rayons S' 
pourra être représenté d'une manière univoque par la gerbe 
de rayons, de telle façon qu'à chaque rayon Sa corresponde 
le rayon s'a de la gerbe, qui lui est parallèle, et inversement. 

On peut aller plus loin encore. La projection du segment 
AoA'^ sur a: est, en effet, pour toute corde Sa, égale au seg- 
ment XqX'". 

Rapportons alors la ponctuelle suivant laquelle chaque 
corde Sa est coupée par les plans a, (3, . . . sur le rayon corres- 
pondant 5^, de façon qu'au point A'" vienne correspondre le 
point 0' et, par conséquent, au point X'" de a? le point 0' de 
œ'. Alors à tous les points Aa, Ba, . . . d'un plan a correspon- 
dent les points Ai, Bi, . . . d'un plan a' qui passe par Xi et qui 
est perpendiculaire sur x'. A l'ensemble des plans a, p, ... 
de E' correspond donc un faisceau de plans a, (3, . . . perpen- 
diculaires sur ûc' 

Soit maintenant ga, une droite quelconque de a; les cordes 
Sa qui la rencontrent forment un paraboloïde qui a en commun 
avec £'" la droite ^'". Les rayons correspondants s'^ forment 
par conséquent un faisceau plan de rayons. Chaque point A» 
de goL est à la fois sur Sa et sur a. Tout point de l'intersection 
du faisceau de rayons avec a' correspond donc à un point 
de goLy c'est-à-dire qu'à chaque droite ga correspond dans a' 
une droite g'^. Mais à chaque point à l'infini de oc correspond 
un point à l'infini de a'. Il s'ensuit que les plans a et a' con- 
stituent des systèmes plans en affinité. 

17. Considérons maintenant le faisceau de rayons de a dont 
le centre est Xa. Il lui correspond dans a' un faisceau homo- 
logue dont le centre est Xi. Soient Vp^^ et W^ les paraboloïdes 
correspondant aux droites poL et n^. 

[ûon"^] est le plan directeur des cordes situées sur Vp^^ et 
[xp^] celui des cordes de WK Ces deux plans sont perpen- 
diculaires l'un sur l'autre. La même chose a lieu par consé- 
quent pour les plans parallèles de la gerbe 0'. Ils couperont 
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donc a' suivant deux rayons perpendiculaires Tun sur Tautre, 
p'oL et /îi, qui correspondent aux droites rectangulaires pa, 
et /la, c*est-à-dire que pour chaque couple de plans a et <x! 
les couples de rayons p^riy^y /?a^a sont des couples correspon- 
dants de rayons à angle droit. Si nous considérons, au con- 
traire, deux autres rayons de a' perpendiculaires Tun sur 
Tautre, les rayons correspondants de a ne peuvent pas être 
à angle droit, car alors les faisceaux a et ot! seraient égaux 
entre eux. Comme d'ailleurs les faisceaux de a', (3', . . . qui 
ont leurs centres sur j?' sont égaux entre eux, il faudrait aussi 
que tous les faisceaux de a, (3, . . . le fussent, ce qui ne peut 
pas avoir lieu. 

Toutes les cordes qui font le même angle avec Taxe prin- 
cipal ont comme correspondantes dans 0' les génératrices 
s'^ d'un cône de révolution dont Taxe est x\ Celui-ci coupe 
at! suivant un cercle dont le centre est K^. Dans le plan qui 
lui correspond par affinité, ce cercle aura comme courbe cor- 
respondante une ellipse dont le centre est Xa, et dont les 
axes principaux sont p^ et /la. Nous allons faire voir que Wa 
est le petit axe et /?« le grand axe de l'ellipse. 

Considérons d'abord l'ellipse située dans £'". Toutes les 
cordes ^a, qui font des angles égaux avec l'axe principal, sont 
à égale distance de cet axe. Soit alors P'" l'extrémité de l'axe 
dirigé suivant/?'", N'" l'extrémité de l'axe dirigé suivant /i'"; 
soient enfin Sp et Sr^ les cordes qui passent par ces points. /!« 
est perpendiculaire sur Xy et/?a forme avec x un angle aigu. 
Mais N''* est le point de s^ qui est à la plus petite distance 
de Xy et P"* est le point analogue sur s p. On a donc, en effet, 
N'"X'"<P'"X'^ c'est-à-dire queN'«X"^ est le petit axé, et 
P'"X'" est le grand axe de l'ellipse. 

De là on peut aussi conclure le théorème pour les autres 
plans de E^ et il s'ensuit que : 

Toutes les cordes qui sont également inclinées sur Vaxe 
principal coupent chaque plan ol du faisceau E* suivant une 
ellipse dont le grand axe est sur p^ et le petit axe sur n^. 

Les grands axes de toutes ces ellipses forment le parabo- 
loïde ^'p\ et les petits axes le paraboloïde Pî,^\ Les centres de 
ces ellipses sont sur l'axe principal de W, 

S. Q 
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Les cordes Sa elles-mêmes sont sur une surface réglée R 
du quatrième ordre. A chaque cône de révolution K' de O', 
qui a a?' pour axe, correspond une pareille surface. Tous 
2es cônes découpent sur a' des cercles concentriques. Les 
extrémités des diamètres situés sur pa et ni forment des sé- 
ries congruentes de points. Les extrémités des axes de toutes 
les ellipses suivant lesquelles a est coupé par les surfaces R 
forment des ponctuelles correspondantes, qui, par conséquent, 
sont semblables entre elles. 

Donc : 

Dans chaque plan du faisceau symétrique de plans E', les 
axes des ellipses suivant lesquelles ce plan est coupé par les 
surfaces réglées R sont dans un rapport constant. 

18. Le plan perpendiculaire à Taxe du déplacement ne fait 
pas partie des plans du faisceau; il a pourtant, par rapport à 
celui-ci, une signification spéciale que nous voulons encore 
mentionner. 

Désignons par ^a la droite suivant laquelle le plan a touche 
le faisceau E^ Si g"^ est une droite quelconque du plan mé- 
dian e'", on obtiendra la corde Sa du paraboloïde P^^^ situé 
dans a, en menant par le point d'intersection de goL et t^ la 
seconde tangente à la parabole située dans a. 

Cela aura lieu aussi pour s^. Si donc t^ est le rayon de 
contact de £^, l'axe de P^*' situé dans ce plan sera la tan- 
gente différente de t^, que l'on peut mener de {g^ ^oo) à 
la parabole située dans £^. Le point d'intersection des deux 
droites à l'infini sur p^^^ est donc sur t^ , c'est-à-dire que 
l'axe principal de P^*^ passe toujours par un point de t^. 

Donc : 

Le plan perpendiculaire à l'axe principal du faisceau sy- 
métrique de plans contient le rayon de contact t^ du plan de 
l'infini qui appartient au faisceau. 

Enfin déterminons encore le point de contact du plan de 
l'infini. Pour cela, considérons le paraboloïde Pi^^^ corres- 
pondant à la droite W*. Comme du point à l'infini {n^ t^) 
on ne peut pas mener de tangente différente de t^ à la pa- 
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rabole du plan £^, il faut que le point {n^ t^) soit le point 
de contact du plan. 
Donc : 

Le plan à Vinfini de E' a, comme point de contact, le 
point ou t^ est coupée par un plan perpendiculaire à n^. 

19. Si nous appliquons les théorèmes précédents à un sys- 
tème qui se meut d'une manière quelconque, nous finissons 
par arriver aux résultats suivants : 

Tous les plans de 2, dont les caractéristiques sont dans un 
plan quelconque s de l'espace, forment un faisceau symé- 
trique de plans du troisième ordre, qui admet e comme plan 
principal et l'axe du déplacement comme axe principal. Les 
tangentes aux trajectoires de tous les points de s forment 
un système particulier de rayons du troisième ordre et de la 
première classe. Toutes les tangentes qui sont également in- 
clinées sur l'axe du déplacement rencontrent e suivant une 
ellipse dont le centre est sur x. 

Le cercle cubique c' et le faisceau E' sont des formes réci- 
proques dans le système focal formé par 2 et 1\ c'est-à-dire 
que les plans normaux de tous les points de c^ forment un 
faisceau symétrique de plans. Si nous considérons, en effet, 
le cercle cubique dont le centre est en D, et si nous nom- 
mons encore e le plan normal 5^ de D, la perpendiculaire 
abaissée de D sur x est dans le plan £, et c'est la droite de 
ce plan que nous avions désignée par n. Si A et B sont deux 
points conjugués de D et /^a et n^ les perpendiculaires abais- 
sées de ces points sur j?, n^ et n^ sont également inclinés sur 
le plan [a?/i]. Il s'ensuit que ces perpendiculaires forment le 
paraboloïde ÇS et que le point (^n) =:X en est le sommet. 
De plus, A et B sont à égale distance de l'axe de déplacement; 
donc les plans normaux a^, (3^ qui passent par n^ et n\^ font 
des angles égaux avec ;r; enfin, A et B sont aussi à égale 
distance du sommet du paraboloïde : donc les points Xa et Xp 
où a^ et (3^ rencontrent l'axe sont à des distances égales de X; 
et de là il suit que le faisceau des plans cC* ^ (3^ possède 
exactement les propriétés qui définissent E% c'est-à-dire : 
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Les plans normaux de tous les points du cercle cubique 
forment un faisceau symétrique de plans de troisième ordre E', 
et les foyers des plans d' un pareil faisceau form,ent toujours 
un cercle cubique (*). 

VIII. — Le complexe des axes de courbure. 

1. Dans ce qui suit, nous considérerons trois positions arbi- 
trairement choisies du système, l©, ^u^j. Nous désignerons 
par 2J\ le système formé par le milieu des cordes correspon- 
dant à 2o et 2i, et 2^, sera le système analogue pour 2i el^j. 

Les systèmes formés par les plans normaux seront désignés 
par 2^1 et l^j,. L'axe du mouvement hélicoïdal correspondant 
à 2, et 2j sera x^^ ou x\^ selon qu'on le considère corame 
appartenant à 2o ou 2i; x^^ ou x\^ sera Taxe du déplacement 
pour 2i et Ij. Comme chacun des systèmes l^j et ^\^ est en 
correspondance réciproque avec 2, les deux systèmes sont en 
coUinéation. Ils engendreront par conséquent un complexe 
tétraédral de rayons qui est formé par Tensemble des droites 
d'intersection des plans correspondants. Deux plans correspon- 
dants aji et a^j se coupent suivant une droite ka passant par 
le centre du cercle circonscrit au triangle A© Ai A2 et perpen- 
diculaire au plan de ce triangle. Appelons-la axe central du 
point A, il s'ensuivra que : 

Les axes centraux des points d'un système à trois dimen- 
sions forment un complexe tétraédral de rayons» 

2. On peut démontrer que ce complexe ne contient, en 
général, ni points principaux ni plans principaux réels. Les 
plans principaux du complexe sont les plans de 2^i qui se 
confondent avec leurs correspondants dans lé\^. Si a^j et 
oC\^ forment un couple de pareils plans, il faut que A© se 



(*) De là il faut conclure que la parabole cubique dont les plans oscula- 
teurs forment le faisceau E' est d'une nature spéciale. Considérons, en 
effet, une ellipse cubique quelconque appartenant au système S et dont le 
point réel à l'infini est le point X», le faisceau réciproque formé par les 
plans normaux renfermera aussi le plan de l'infini; mais il ne peut pas 
être identique avec celui qu'on a considéré dans le texte. 
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confonde avec A2. En général, cela n*aura pas lieu, car les 
deux espaces congruenls 2o et ^2 n'ont pas de point uni à 
distance finie. 

Si Ao se confond avec Aj, les deux systèmes 1q et ^2 peuvent 
être considérés comme deux positions d'un corps rigide qui 
tourne autour d'un point fixe. Alors il y aura aussi un axe 
commun passant par le point A (Chap. II). Chaque point Bq 
de cet axe se confond avec B2; donc aussi BJ\ avec Bfg et 
(3J, avec (3^ 2» c'est-à-dire que les deux systèmes collinéaires 
ont en commun un faisceau de plans, par suite aussi une 
ponctuelle. Si donc le complexe a un plan principal réel, il 
en a une infinité qui forment un faisceau de plans. 

Si de plus deux autres plans correspondants yl < et y^ 2 de lo 
et ^2 se confondent, ces plans n'appartenant pas au faisceau 
dont il vient d'être question, il s'ensuivra que Co et C2 se 
confondent. Mais alors 11^ et 1\^ ont tous leurs points et 
leurs plans correspondants unis, et le complexe des droites k 
devient indéterminé. 

Nous arrivons par suite au théorème suivant : 

Le complexe des axes centraux ne possède, en général, ni 
points principaux^ ni plans principaux réels; s'il a des plans 
principaux réels, ceux-ci forment un faisceau de plans. 

Il existe encore un cas d'exception dont il faut faire men- 
tion : c'est le cas où le plan de l'infini est un plan principal 
pour 2^1 et 2^2. Ce plan est toujours le plan normal à l'infini 
sur l'axe du déplacement. Si donc il doit être un plan prin- 
cipal pour les systèmes 2Ji et Ill[2> il faut que les axes des 
deux déplacements successifs soient parallèles, ou qu'ils se 
confondent. Inversement, il est clair que, si les deux axes 
sont parallèles, le plan de l'infini est un plan qui se corres- 
pond à lui-même dans les deux espaces collinéaires 2^ 1 et 
2^2 • c'est donc aussi un plan principal du complexe engendré. 
Si les axes x'^^ et x\^ des déplacements consécutifs ne sont 
pas parallèles, le plan normal du point à l'infini sur Xç,^ est 
pour le premier déplacement le plan de l'infini; mais, pour 
le deuxième déplacement, le plan normal du point à l'infini 
sur ^01 e^> comme le plan normal de tout point à l'infini, 
parallèle ^x\^. 
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Il était nécessaire de faire une mention spéciale de ce cas 
d'exception, parce qu'il est important et que nous le retrou- 
verons plus loin. 

3. Le complexe de rayons formé par ka peut être facile- 
ment rapporté projectivement au système 2, et cela, en 
adjoignant à chaque point A de 2 le rayon ka du complexe 
qui est l'intersection des plans ajj et aj j. Mentionnons, parmi 
toutes les conséquences qui s'en déduisent, les suivantes : 

Les axes centraux qui correspondent aux points d'une 
droite forment, en général, l'un des systèmes de génératrices 
d'un hyperboloïde ; car ils s'obtiennent par l'intersection de 
deux faisceaux projeclifs de plans, dont les axes sont les 
droites g)^^ et g\^, réciproques à g. Les droites ka corres- 
pondant aux points d'un plan quelconque e sont, en général, 
les sécantes d'une courbe gauche du troisième ordre; car 
elles s'obtiennent par l'intersection de deux gerbes coUi- 
néaires dont les sommets sont les foyers des plans £j\ et e^j. 

De plus, les droites ka qui passent par un point quelconque 
de l'espace forment, en général, un cône du second ordre. 
Celui-ci est engendré par deux faisceaux projectifs de plans 
dont les axes g\^ et g\^ se coupent au point considéré; c'est 
pourquoi les points de 2 qui correspondent à ces droites ka 
sont sur la droite g réciproque de g1^ et ^^j. 

Les axes centraux contenus dans un plan à de l'espace en- 
veloppent, en général, une conique et les plans de 2^ ^ qui 
coupent les plans correspondants de lé\^ suivant ces axes 
forment un faisceau de plans du troisième ordre. Désignons, 
en effet, par s^j le plan ô considéré comme faisant partie de 
2J1^. Il engendrera avec e^g tin faisceau de plans du troisième 
ordre qui contient £'^^ ets^a* Ce faisceau ne se décomposera pas 
dans le cas général, car il faudrait alors que e^, et £^2 eussent 
un élément uni, point ou droite, ce qui n'a pas lieu en géné- 
ral. Si Ton considère le faisceau de plans comme faisan 
partie de 2^2» ^^ Qtie l'on désigne alors par f\\^ le plan e^ ^ , i 
lui correspondra dans le système 2^ ^ un faisceau déterminé pa 
les plans f\\^ et £j , . Deux plans correspondants de ces faisceau 
se couperont alors suivant une droite ka du plan £^ ^ . A un fais 
ceau de plans contenant les deux plans £^4 et f\\^ correspond 
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dans le système 1, une courbe gauche du troisième ordre, qui 
passe par les points E et H dont les plans normaux sont £^^ et 
ril^; les points dont les axes centraux sont dans le plan S 
forment donc une courbe gauche du troisième ordre qui passe 
par G et H. 

Cette courbe passe encore par un troisième point que l'on 
peut facilement désigner. Il n'y a pas que les deux plans ajj 
et a^ 2 qui passent par ka, mais le plan a^ q , perpendiculaire sur 
Ao A2 en son milieu, passe aussi par cette droite. L'ensemble 

des plans a^^ forme un système 2^2 ^^lli'^^^i''^ ^v^^-^o 4 ^^^"ia 
et le faisceau de plans du troisième ordre dérive des trois sys- 
tèmes £^2> ^2 ^^ ^0 1- ^i donc nous désignons le plan e^Jj, 
c'est-à-dire le plan à, considéré comme faisant partie de 1\q 
par 9^0, il faudra que la courbe gauche du troisième ordre 
passe aussi par le point F de 2 dont le plan normal est 9^2 dans 
le système 1^^. 
Il en résulte que : 

Les points du système 2, pour lesquels les axes centraux sont 
dans un plan quelconque S de VespacCy forment une courbe 
gauche du troisième ordre. Celle-ci passe par les trois points 
de 2 qui ont le plan ô pour plan normal dans les trois 
systèmes 1\^, 1^^, 1^^. 

Comme le faisceau de plans du troisième ordre qui corres- 
pond à la courbe gauche dans le système lit est engendré 
par les trois systèmes plans en collinéation £l^, ^nl^, 901' i^ 
s'ensuit que la courbe gauche peut être engendrée par deujc 
quelconques des trois gerbes collitiéaires dont les sommets 
sont les points E, H et F de 1. 

k. Si pour le plan S on choisit le plan de l'infini, les droites 
ka situées dans ce plan forment un faisceau de rayons du se- 
cond ordre, le plan de l'infini ne se correspondant pas, en 
général, à lui-même. Les points correspondants A de 2 seront 
sur une courbe gauche du troisième ordre. Mais, pour chaque 
point de cette courbe, les deux plans normaux correspon- 
dants seront parallèles; il est donc tellement placé que 
Ao, Al, Aï sont en ligne droite. Désignons par ^20 ou x'^q l'axe 
du déplacement qui correspond aux positions Iq et ij et 
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observons que le plan de l'infini est le plan normal du point à 
rinfmi sur Taxe, que, par conséquent, F, H et E sont les 
points à l'infini sur les trois droites ^u, ^20» -^od il s'ensuivra : 

Tous les points A du système invariable pour lesquels 
Ao, Ai, Aj sont en ligne droite^ forment en général une courbe 
gauche du troisième ordre. Celle-ci passe par les trois points 
à Vinjini sur les trois axes du déplacement x^^^ x^^, ^01 ^"^ 
correspondent aux groupes 2i ^2, ^2 ^0 ^^ ^0 ^i« 

Cette courbe sera donc généralement une hyperbole 
gauche : on l'appellera courbe des inflexions de 2 et on la 
désignera par i\^^, 

La courbe des inflexions ^'J,, passe aussi par les quatre 
points principaux du complexe formé pari^^ et l^j» ^^i^ pour 
ces quatre points principaux le plan normal a^j est identique 
avec a^2» ^^> par suite, toute droite de ce plan peut être consi- 
dérée comme axe de courbure; en particulier, cela sera vrai 
pour la droite de l'infini. D'ailleurs on voit directement que, 
pour tout point principal, CoCst identique avec Ci et que, par 
suite, Co, Cl, C2 sont en ligne droite. 

Aussi longtemps que cette courbe ne se décomposera pas, 
il ne peut y avoir sur une droite quelconque que deux points 
A pour lesquels les trois positions Ao, Al, A2 sont en ligne droite. 
Pour une telle droite, les deux paraboloïdes formés par les 
cordes Ao Ai et A, A2 de s«s différents points ont deux géné- 
ratrices communes, d'où Ton peut conclure en passant que la 
courbe d'intersection de ces paraboloïdes se décompose en 
quatre droites. L'ensemble des droites de cette espèce forme 
un système de rayons du premier ordre et de la troisième 
classe, le système des sécantes de la courbe i\^^. 

Comme on l'a fait voir plus haut, les axes centraux des 
points d'une droite quelconque g constituent l'un des sys- 
tèmes de génératrices d'un hyperboloïde. Si la droite ^ a un 
point en commun avec la courbe des inflexions, Thyperbo- 
loïde dégénère en paraboloïde. Si g renferme deux points de 
la courbe des inflexions, c'est-à-dire, si g est une sécante de 
cette courbe, deux droites k sont à l'infini, c'est-à-dire que 
deux couples de plans normaux correspondants des faisceaux 
^01 ®t g\^ sont parallèles. Donc ^01 ^t g\^ sont elles-mêmes 
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parallèles; les droites A forment une surface cylindrique, qui 
peut être hyperbolique, elliptique ou parabolique suivant que 
g est une sécante propre, impropre ou une tangente de ijj,. 

5. Les résultats qui viennent d'être acquis ne sont plus 
applicables lorsque le plan de l'infini se correspond à lui- 
même dans 2^1 et 2^,, c'est-à-dire, lorsque les deux axes^oi 
et ^12 sont parallèles. On a démontré, en effet, que la courbe 
gauche pouvait être regardée comme le résultat de l'inlersec- 
tion de deux gerbes collinéaires de rayons, dont les sommets 
sont les points à l'infini des deux droites ^oi et:r,2. Mais, tan- 
dis qu'en général ^oi et x^^ ne se coupent pas, on obtient dans 
ce cas les points A de la courbe des inflexions au moyen de 
deux gerbes collinéaires de rayons dont les sommets sont les 
points à l'infini sur deux droites parallèles. Le lieu de ces 
points situés à distance finie se réduit donc à une droite, 
parallèle à l'axe du déplacement. 

Mais, inversement, on peut faire voir que si la courbe gauche 
tji j se décompose, il faut que les axes des deux mouvements 
hélicoïdaux soient parallèles; car si i\^^ se décompose, il 
existe une droite g pour tous les points de laquelle Aq, A,, A2 
sont en ligne droite. Mais les cordes de tous les points d'une 
droite de 2 forment, en général, l'un des systèmes de généra- 
trices d'un paraboloïde hyperbolique; dans le cas considéré, 
celui-ci renferme trois positions ^o>^n ^2 de la droite g^ et ces 
trois droites sont coupées par toutes les génératrices suivant 
des ponctuelles congruentes. Mais cela ne peut pas se pré- 
senter pour un paraboloïde proprement dit; car deux géné- 
ratrices qui sont rencontrées par les génératrices de l'autre 
système suivant des ponctuelles congruentes sont également 
inclinées sur le plan directeur des génératrices de ce système, 
et il ne peut y avoir que deux pareilles droites. C'est pour- 
quoi les lignes de jonction des points homologues de g^ et 
gx sont toutes dans un plan, et il en résulte qu'elles sont 
parallèles entre elles; autrement il n'y aurait que deux points 
de l'espèce considérée sur g. Mais toute droite pour laquelle 
les cordes AqAi sont toutes parallèles est parallèle à l'axe du 
déplacement; il faut donc que^o soit parallèle à l'axe x^^ lui- 
même. Si l'on observe maintenant que les cordes AqAi sont 
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identiques en direction avec les cordes AiAj, il s'ensuivra de 
même que g^ est parallèle à Taxe a?i2, c'est-à-dire que les 
deux axes sont parallèles. 
Il en résulte donc que : 

S'il existe une droite telle que pour chacun de ses poinU 
A, Ao, Aj, A2 soient en ligne droite, les deux axes x^^et j^u, 
autour desquels se font les deux mouvements hélicoïdaux^ sont • 
parallèles entre eux et inversement, si les axes Xç^^ et x^^ sont 
parallèles, il existe une pareille droite, 

6. Tandis quil y a une infinité de points pour lesquels trois 
positions consécutives sont en ligne droite, il n*y aura pas, en 
général, de point à distance finie pour lequel A3 sera aussi sur 
la même droite. Si, en effet, 1^ est la troisième position du 
système, il correspond à 2i,22>23une courbe gauche ^'Jjj lieu 
des points A pour lesquels Ai, Aj, A3 sont en ligne droite. La 
courbe gauche /J 12 ^st le résultat de l'intersection de deux 
gerbes collinéaires dont les centres sont à l'infini sur ^01 et 
x^^. De même 1J23 provient de l'intersection de deux gerbes 
collinéaires dont les centres sont à l'infini sur Xi^ et x^^. Ces 
deux courbes n'auront donc, en général, en commun que le 
point à l'infini sur Xi^; elles n'auront d'autre point commun 
que dans le cas où trois rayons correspondants des trois 
gerbes collinéaires se coupent en un seul et même point, ce 
qui n'arrivera pas en général. 

7. Si les positions loyli^lz se rapprochent indéfînhîient, 
Taxe central ka se transformera en axe de courbure de la 
trajectoire de A. Les points de la courbe «J^j deviendront les 
points du système qui passent par des points d'inflexion de 
ces trajectoires. La courbe il^^ se transforme en une para- 
bole cubique que nous désignerons par i^. 

Nous obtenons ainsi pour le mouvement continu d'un sys- 
tème les trois théorèmes suivants : 

Les axes de courbure des trajectoires de tous les points de 
li forment à chaque instant un complexe tétraédral de 
rayons. Les points principaux et les axes principaux sont 
imaginaires. 
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Lorsqu'un système à trois dimensions se déplace, il existe à 
chaque instant une infinité de points qui passent par des 
points d' inflexion de leur trajectoire. Ils forment en gé- 
néral une parabole cubique i^ qui contient le point à l'infini 
de l'axe instantané et les points principaux du complexe 
tétraédral. Si les surf aces polaires sont cylindriques, i^ se ré- 
duit à une droite (*). 

Les conséquences qui se déduisent du premier de ces deux 
théorèmes sont tout à fait analogues à celles que nous avons 
énoncées dans le cas de positions distinctes des systèmes. Il 
paraît donc superflu de les énoncer encore une fois. 

8. Il existe également un complexe d'axes centraux k], et 
une courbe des inflexions i^' dans le cas du mouvement 
inverse de 2' dans l'espace 2. Les deux systèmes ont une re- 
lation réciproque. Si B' est en effet un point de la droite Ar^, 
le plan normal (3j'i passe par A, puisque ka est dans a^j 
(IV, 8), et comme ka est aussi dans a^j, le plan p^g passe aussi 
par A. Le point A est donc sur l'axe central AJ, du point B' 
lors du mouvement inverse. Cela a lieu pour tout point B' de 
ka* Désignons alors par h', ka considérée comme droite de 
là', il s'ensuit que les axes A:J, de tous les points de ka=^h' 
forment un cône. Ainsi, tandis que les axes centraux d'une 
droite quelconque forment en général un hyperboloide, un 
axe de courbure se distingue par ceci, c'est que l'hyperbo- 
loïde se réduit à un cône; pour un déplacement infiniment 
petit, nous arrivons donc à cette conclusion : 

Le complexe des axes de courbure du mouvement primitif 
et celui du mouvement inverse ont entre eux une correspon- 
dance réciproque : chaque axe ka est une droite de là' pour 
les points de laquelle les axes de courbure forment un cône, 
et la même chose a lieu pour les axes k'i, considérés comme 
étant des droites de 2. 



( *) Everett reconnut le premier la signification exacte de la courbe des 
inflexions : Kinematics of a rigid body {Quarterly journal, t. XIII, 
p. 39). 
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La courbe des inflexions de 2' est donc le lieu des sommets 
des cônes qui correspondent à des droites situées à Tinfini 
dans 2, et de même, la courbe des inflexions de 2 contient les 
sommets des cônes qui correspondent à des droites à l'infini 
dans 2'. 

De plus, chaque sécante de i' appartient au complexe des 
axes de courbure k\ car les axes de courbure de ses points 
forment un cylindre. De même, toute sécante de la courbe 
des inflexions i'^ est une droite du complexe k dans le mou- 
vement direct. 

Si nous considérons Taxe de courbure ka comme une droite 
h' de 2', A est le sommet du cône correspondant. Si nous 
désignons l'axe ArJ, par g en tant que droite de 2, B' est le 
point de 2', sommet du cône correspondant k g=^k'i, c'est- 
à-dire que : 

Si g est une droite de Ji pour les points de laquelle les axes 
de courbure forment un cône, le sommet du cône sera le point 
W de 2' dont la trajectoire a comme axe de courbure la droite 
g lors du mouvement inverse (*). 



IX. — La correspondance cubique et les points à courbure 

stationnaire. 

1. Soient 2o, 2,, 22, 23 quatre positions quelconques du sys- 
tème, et 2^1, 2^2, 2^3 les systèmes de plans normaux corres- 
pondant aux cordes AqAi, A1A2, A2A3. Trois plans correspon- 
dant au même point A se coupent en un point A' de 2^ qui est 
le centre d'une sphère passant par les points Ao, Ai, A2, Aj. 
Mais les plans normaux qui, dans le mouvement inverse, ré- 
pondent aux cordes A^Aj, A^Aj, AjA3, se coupent au point A, 
c'est-à-dire que A est le centre de la sphère qui passe par 
A' A' A' A' 

-^0» -^1» -^2» -^S* 

Faisons correspondre deux pareils points A et A' de 2 et 2', 
les deux espaces ainsi rapportés Tun à l'autre auront une 
correspondance univoque. A chaque point de 2 correspond, 

(*) Voir ScHŒNFLiES, Journal fur die reine und angewandte Math., 
t. XCVIII, p. 267, 
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en général, un point de 1', et inversement. Nous allons recon- 
naître plus loin quel est le genre de cette correspondance. 

Si les points A de 2 sont sur une droite ^, les centres A^ 
des sphères correspondantes seront sur une courbe gauche du 
troisième ordre. Elle résulte de Tintersection de trois fais- 
ceaux projectifs de plans, dont les axes sont les droites g'(,^r 
^ij> ^î3- Inversement, aux points A' de 2' qui sont sur une 
droite correspondent dans 2 les points A d'une courbe gauche 
du troisième ordre. Car chacun de ces points A est l'intersec- 
tion des plans correspondants aj'i, oc]\, a^'3 des faisceaux pro- 
jectifs qui ont ^^'j, ^^î» ^Ïs POur axes. 

Si les points A de 2 sont sur un plan e, les points A' de 2' 
formeront une surface du troisième ordre. Elle est engendrée 
par l'intersection de trois gerbes coUinéaires, qui ont comme 
centres les foyers de sj'i, ej*,, £^3. Inversement, à tous les 
points A' d'un plan e' de 2' correspondent les points d'une 
surface du troisième ordre de 2 ; car les plans normaux aj',,. 
«12» ^23 q^N ^^^s le mouvement inverse, sont associés aux 
points A'de2', forment également trois gerbes encollinéation. 

La correspondance qui existe entre les deux espaces 2 et 2' 
s'appellera par suite une correspondance cubique (*). Nous 
arrivons ainsi au théorème suivant : 

Si Von fait correspondre à tout point k de là le point A' de 
2' oà se coupent les plans normaux a]Jj, a^,, ol\^^ A sera en 
même temps le point d'intersection des trois plans normaux' 
aj'j, aj j, «2 3 ^" point A' dans le mouvement inverse. Les sys- 
tèmes 2 et 2', ainsi rapportés l'un à l'autre, sont en corres- 
pondance cubique, 

2. Au plan à l'infini s^ de 2' correspond aussi, dans le sys- 
tème 2, une surface du troisième ordre ; on la désignera par 
^0123 ^^ encore parFJj, Chacun de ses points se fait remar- 



(*) Voir SciiŒNFLiES, Journal fur die reine und angewandte Math., 
t. XCVII, p. 27^. Mehmke la découvrit d'une manière indépendante {Civi- 
lingenieur, t. XXIX, p. 58i). La correspondance cubique a été étudiée 
à fond par Nother et Cremona {Math. Annalen, t. III, p. 552 et Annali 
di Mat., 2" série, t. V, p. i3i). Voir aussi Sturm {Math. Annalen, t. XXII, 
p. 480). 
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quer par celte propriété que le centre de la sphère qui passe 
par Ao, Al, Aj, A3 est à Tinfini. 

Les quatre points Ao, Ai, A2, As sont donc dans un plan. 
Les courbes des inflexions ij,, et i\^^ sont situées sur la 
surface FJ3. Car, A étant un point de iJu, Aq, Ai, Aj sont en 
ligne droite et, par conséquent, Ac, Ai, Aj, As sont dans un 
plan, et de la même manière, B étant un point de 1^,3, Bi, 
Bî, B3 sont en ligne droite, et Bo, Bi, Ba, B3 dans un plan. 

Il existe aussi dans l' une surface analogue FJ3 qui, dans le 
mouvement inverse, correspond au plan e» de 1. Nous obte- 
nons donc le théorème suivant : 

2o> ^1» ^2, ^3 étant quatre positions quelconques du système 
à trois dimensions, il existe une infinité de points A apparte- 
nant à ce systèmcj et jouissant de cette propriété que Aq, Aj, 
Aj, A3 sont dans un plan. Leur ensemble forme une sur/ace 
du troisième ordre FJ3, sur laquelle sont aussi les courbes des 
inflexions «Jjg et tjjj. // existe une surface correspondante 
pour le mouvement inverse dans le système 2'. 

3. Considérons encore une cinquième position 2^, tous les 
points A de 2 pour lesquels Ai, A2, A3, A4 sont dans un même 
plan forment une surface du troisième ordre FJ4. Les sur- 
faces FJ3 et FJ^ renferment toutes les deux la courbe i\^^; 
elles se coupent donc en outre suivant une courbe gauche 
du sixième ordre, que nous désignerons parcj^. Comme FJj 
contient la courbe c^^, la courbe c\^ sera sur FJ^. Fj^ con- 
tient donc Cq^ et cfg, c'est-à-dire que chaque surface F^ 
contient deux courbes c^ de celte espèce. 

On démontre que, pour chaque point A de la courbe cj^, les 
cinq positions Aq, A,, A2, A3, A4 sont dans un même plan. 
Car Ao, Al, A2, A3 sont dans un plan, ainsi que Ai, A2, A3, A4 ; 
les deux plans ont en commun les trois points Ai^ A2, A3, el 
comme ceux-ci ne sont pas, en général, sur une droite, les 
deux plans se confondent. 

Ceci n'arrivera pas nécessairement lorsque Ai, Aj, A3 sont 
en ligne droite. Alors les deux plans seront, en général, dif- 
férents l'un de l'autre, et se couperont suivant une droite 

A-i A2 As* 



MOUVEMENT d'uN SYSTÈME INYARIÀBLE. l43 

Donc : 

Si l'on donne cinq positions arbitrairement choisies d'un 
système à trois dimensions, il existe une infinité de points A 
pour lesquels Aq, Ai, Aj, A3, A4 sont dans un même plan. Ces 
points forment, en général, une courbe gauche du sixième 
ordre cj^, qui, avec i\^^y constitue V intersection des surfaces 
F* et F' 

k. Considérons encore une sixième position du système Ig, 
il existera une surface Y\^ de 2 pour laquelle les points A 
jouissent de cette propriété que A2, A3, A4, A5 sont dans le 
même plan. Les trois surfaces FJ3, FJ^, F^g se coupent en 
vingt-sept points. Pour chacun de ces points, quatre posi- 
tions consécutives sont dans le même plan, et, lorsque le 
point ne sera ni sur i\^^^ ni sur 1^3^, les plans 

[Ao, Al, A2, A3], [Al, Aj, As, A4], [Aj, A3, A4, As] 

se confondent, c'est-à-dire que six positions consécutives du 
point seront dans un même plan. Si, par contre, A est un 
point de i\^^, les plans 

[Ao, Al, A2, A3] et [A„A2,A3,A4] 

ne se confondent pas nécessairement, leurs trois points com- 
muns étant en ligne droite ; et si A est un point de «234, la 
même chose aura lieu pour les plans 

[Al, A2, A3, A4] et [ A2, A3, A4, Ag]. 

Les surfaces FJj et FJ^ contiennent toutes les deux la courbe 
/J23. Celle-ci coupe la surface F'g en neuf points qui sont sur 
les trois surfaces. De même FJ^ et FJg contiennent la courbe 
«234 et les neuf points d'intersection avec F53 sont aussi des 
points communs aux trois surfaces. Mais les courbes /'js ^^ 
«fj^ ont un point commun, qui est le point à l'infini de la 
droite ^23; ce point appartient donc aussi bien à l'intersec- 
tion de ij23 avec F^g qu'à celle de «23* avec FJ3. Les deux 
groupes de neuf points chacun ne représentent donc que dix- 
sept points distincts; il reste donc dix points d'intersection, 
qui ne sont ni sur i\^^y ni sur «234, et il s'ensuit : 
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Si Von donne arbitrairement six positions du système 2, il 
existe^ en général, dix points K pour lesquels Aq, Ai, Aj, Aj, 
Ak, Aj sont dans un même plan. 

Ces dix points sont en même temps les points dlntersection 
des deux courbes cj^ et cjj. Deux courbes consécutives de 
cette espèce se coupent donc, en général, en dix points. 
Parmi eux sont tous les points du système invariable qui 
sont forcés de se mouvoir dans un plan fixe. 

5. Passons au cas de positions infiniment rapprochées du 
système, tout plan [Aq, Ai, Aj, Aj] deviendra un plan oscu- 
lateur stationnaire, c'est-à-dire ayant avec la trajectoire de A 
un contact du troisième ordre. Les courbes «* et c^ seront les 
courbes d'intersection de deux surfaces F' consécutives. Nous 
arrivons donc aux théorèmes suivants : 

Si un système 2 se meut d'une manière arbitraire dam 
V espace, il existe à chaque instant une infinité de points dont 
les trajectoires ont, avec leur plan osculateur, un contact du 
troisième ordre. Ils forment une surface du troisième ordre 
sur laquelle est la courbe des inflexions i^. Sur cette surface, 
il existe une courbe du sixième ordre c®, dont les points 
sont tels quils ont un contact du quatrième ordre avec leur 
plan osculateur ; enfin dix des points de cette courbe pré- 
sentent cette particularité, que les plans osculateurs de leurs 
trajectoires ont avec elles un contact du cinquième ordre. 

L'enveloppe des surfaces F' se décompose en deux surfaces 
de signification cinématique différente ; l'une est le lieu de 
toutes les courbes des inflexions et contient les points qui dé- 
crivent des trajectoires à tangente stationnaire ; l'autre est 
le lieu des points dont les trajectoires ont, au cours du mou- 
vement, un contact de quatrième ordre avec leur plan oscu- 
lateur. Sur cette surface, il existe d'ailleurs une courbe, lieu 
des points qui décrivent des trajectoires ayant, avec leur plan 
osculateur, un contact du cinquième ordre ; elle est Venve- 
loppe de toutes les courbes c^, 

6. Il existe encore sur la surface FJj une autre courbe du 
sixième ordre qu'il est utile de mentionner. Parmi les points 
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A du système 2 situés sur FJg, il en existe pour lesquels les 
quatre positions Ao, A,, Ag, As sont, non seulement dans le 
même plan, mais encore sur le même cercle. Pour les points 
de cette espèce, il faut que les trois plans normaux correspon- 
dants «01, a^2, «23 se coupent suivant une même droite. Si e 
est un plan arbitraire de 2, les plans normaux de ses points 
forment trois gerbes de plans en collinéation, dont les som- 
mets sont les foyers de sj^j, £^2 ®^ ^?3> l^^squels ne se con- 
fondent pas en général. Mais on sait qu*il existe, en général, 
six droites suivant lesquelles se coupent trois plans corres- 
pondants des trois gerbes; donc le plan g contiendra aussi, 
en général, six points de l'espèce considérée. Il en résulte 
donc que : 

Si l'on donne arbitrairement quatre positions du système ^y 
il existe une infinité de points A tels que Ao, Ai, A2, A3 soient 
sur un cercle. Ces points forment une courbe gauche du 
sixième ordre qui est située sur la surface F^j. 

Nous désignerons cette courbe par kl^^^ ou encore par 
kl^. Il existe dans le système 2' une courbe analogue pour 
le mouvement inverse. Les points de ces deux courbes font 
une exception à la règle trouvée plus haut et qui dit que, 
dans la correspondance cubique, il correspond à chaque point 
d'un système un point déterminé de l'autre. Car les plans 
normaux a^j, a\^, (x\^ d'un point A de XrJ, se coupant sui- 
vant une même droite, au point A de 2, il ne correspondra 
plus un point, mais une droite, qui est l'axe de courbure de 
la trajectoire du point A. La même chose a lieu pour les 
points de la courbe k^'^ de ^', 

Si ka est l'axe de courbure de ce point A, il s'ensuit inver- 
sement que, à tout point B' de A^, correspondra dans le 
système 2 le point A. 

Mais à chaque plan s' de 2' correspondait, dans le système 2, 
une surface du troisième ordre; comme &' a au moins un 
point commun B' avec l'axe de courbure de tout point A de 
/rjg, il s'ensuit que tous les points de A-Jj sont, sur cette 
surface du troisième ordre; c'est-à-dire que toute surface du 
troisième ordre de 2, qui, dans la correspondance cubique, 
correspond à un plan de i', contient la courbe kl^\ de même 
S. 10 



n 
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X:*, est sur toutes les surfaces de 2' qui correspondent aux 
plans de 2. 

Les courbes A:* 3 et k^'^ sont appelées les courbes fonda- 
mentales des systèmes qui se correspondent cubiquement, 
1 et 1'. 

7. Comme les points A de XrSg sont définis par ce fait que 
les trois plans normaux «ou ^m» ^5^23 passent par la même 
droite, un point de 2 appartiendra à la courbe si deux de ses 
plans normaux coïncident. Tout plan a^j qui se confond avec 
le plan correspondant oC{^ est un plan principal du complexe 
G i,*i', formé par les axes centraux ka correspondant aux deux 
systèmes 2oi et 1^, Ce complexe contient, en général, quatre 
plans principaux imaginaires ; donc les quatre points ima- 
ginaires de 2 qui ont ces plans principaux comme plans nor- 
maux sont sur la courbe kl^. 

Il existe en tout quatre groupes de quatre points imagi- 
naires qui sont sur k^^; car, pour tout point A de cette 
courbe, non seulement a^j, (x\^, ocl^ passeront par une même 
droite kaj mais aussi ajj, a^g, (x\^ perpendiculaires sur AqAj. 
A0A3, A, A3 en leurs milieux. 

Mais, au moyen des six systèmes 

vv vv yv y y vv vv 

•^01» •^02» -^03» -^12» -^13» -^23' 

on peut former quatre complexes 

0(2' ©(2) 0(2) 0(2) . 

^012> ^013» ^023» ^123» 

il existe donc, en effet, quatre groupes de points imaginaires 
sur Xrjj. 

Considérons encore une cinquième position du système, 
11,, et soit XrJ^ la courbe formée par les points A de 2 pour 
lesquels Aj, A2, A3, A4 sont sur un cercle; elle contiendra les 
seize points imaginaires de 1 qui correspondent aux plans 
principaux imaginaires des complexes 

0(2» 0(2) 0(2) 0(2) 

^123» ^124» ^134' ^234* 

Les deux courbes ont donc, en commun, les quatre points 
imaginaires qui correspondent aux plans principaux du com- 
plexe ©i\^3 dans 2, et il s'ensuit que : 
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Les deux courbes XrJ., et k\^ se coupent en général en quatre 
points imaginaires, correspondant aux plans principaux du 
complexe O^^'s formé par les axes centraux, 

La propriété analogue a lieu pour les courbes k^'^ et k\\ 
de 2' dans le mouvement inverse. 

8. Pour des positions infiniment voisines des systèmes, les 
points des courbes k^^ et kl\ jouissent de cette propriété 
que les cercles de courbure de leurs trajectoires auront un 
contact du troisième ordre avec ces courbes ; nous obtenons 
donc le théorème suivant : 

Si un système invariable se déplace d'une manière quel- 
conque dans V espace, il renferme à chaque instant une infi- 
nité de points pour lesquels le cercle de courbure de la 
trajectoire est surosculateur à cette trajectoire. Ces points 
forment une courbe gauche du sixième ordre. Les deux 
courbes sont les courbes fondamentales de la correspondance 
cubique instantanée qui a lieu entre les espaces 2 et U ; 
la courbe k^ est donc sur F', de même la courbe k\ est 
sur F'3. 

Comme deux courbes consécutives k^ n'ont, en commun, 
que quatre points imaginaires, il n'existe pas, en général, de 
point à distance finie tel que son cercle de courbure ail, avec 
la irajecloire, un contact du quatrième ordre. 

9. Comme on l'a vu plus haut, les centres de courbure, qui 
correspondent à tous les points d'une droite g, forment une 
courbe gauche du troisième ordre que nous désignerons 
par /r'. 

Si la droite g rencontre la courbe k^ une fois, la cubique 
gauche k^ se réduit à une conique, ou plutôt se compose de 
cette conique et de Taxe de courbure stationnaire du point 
de rencontre (*). 

Si la droite g rencontre la courbe k^ en deux points L et M, 



(*) Voir Theyenet, Thèses présentées à la Faculté des Sciences, 1886, 
p. 46 et 47. 
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les centres des sphères osculalrices forment une droite g\ 
composant avec les axes ki et Ar^ des points L et M la cubique 
gauche k^, A un point quelconque A de la droite g corres- 
pond un point A' de g' comme centre de la sphère osculalrice. 
Mais, comme nous l'avons mentionné plus haut, le point A 
est centre de la sphère osculatrice de A' pour le mouvement 
indirect; donc la droite g^ rencontre deux fois la courbe A:*' 
du système 2'. Ainsi, quand on fait abstraction des axes de 
courbure stationnaires tels que A/ et /f,„, on obtient le ré- 
sultat suivant : 

Les cordes des courbes k^ et k^' des systèmes 2 et i' se cor- 
respondent de telle manière que les centres des sphères oscu- 
latrices relatives aux différents points d'une corde de l'une 
de ces deux courbes forment eux-mêmes une corde de l'autre 
courbe. 

Il peut arriver que la droite g rencontre la courbe k^ trois 
fois ; soient L, M, N les points de rencontre. Dans ce cas, les 
axes kl, k„i, k^ mis à part, la courbe k^ se réduit à iin seul 
point S, ce qui exige que les axes k/, k^, k^ passent tous 
par S. 

Soit maintenant A un point quelconque de la droite g ; les 
quatre positions Aq, Ai, Aj, A3 sont à la même distance du 
point S. Par conséquent, pour le mouvement indirect, S 
comme point U de 2' appartient à la courbe k^' du système 
1' et la droite g est son axe de courbure k't. En considérant 
que les trois axes A-/, A*,,,» k^ concourent au même point de /r®\ 
nous trouvons que par un point quelconque de k^' il passe 
les axes de trois points de la courbe k^. 

Les courbes k^ et k^^ obéissant aux mêmes lois, il s'ensuit 
que la surface réglée formée par les axes de courbure des 
ditférents points de k^ est composée de toutes les droites qui 
rencontrent trois fois la courbe k^\ Mais, comme nous ve 
nons de le démontrer, par chaque point de k^' il passe trois 
de ces droites ; une quelconque d'entre elles est donc ren- 
contrée par six autres. 11 s'ensuit que la surface considérée 
est du huitième ordre. Donc : 

Les droites rencontrant trois fois la courbe k^ sont les aœes 
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de courbure stationnaires pour le mouvement indirect ; pour 
chacune d'elles, la courbe des centres des sphères osculatrices 
se réduit à un seul point appartenant à la courbe k^' du mou- 
vement indirect. 

La surface réglée formée par . les axes de courbure des 
points de la courbe k^ est du huitième ordre et contient la 
courbe k^' du mouvement indirect comme courbe triple, . 

Nous avons vu que les droites telles que les axes de cour- 
bure relatifs à tous leurs points forment un cône, constituent 
un complexe du second ordre, et que les axes de courbure 
sont les droites analogues pour le mouvement indirect. Nous 
désignons ces droites sous le nom de droites pivotantes (*). 
En effet, si S est le sommet du cône relatif à la droite, il est 
clair que la droite pivote autour du point S. 

En faisant usage de cette définition, nous désignons les 
droites X:/, /:,„, . . . sous le nom de droites pivotantes station- 
naires et nous avons le résultat suivant : 

A chaque moment, il existe une surface gauche du hui- 
tième ordre composée de droites pivotantes stationnaires. Les 
sommets des cônes formés par les axes de courbure relatifs 
aux points de ces droites constituent la courbe k^' du mouve- 
ment indirect 

10. Considérons enfin cinq positions arbitrairement choisies 
du système, 1q, 2i, ij» ^3> ^4 et les systèmes de plans nor- 
mau:sL correspondant aux cordes AqAi, A1A2, A2A3, A3 A4, ces 
systèmes de plans normaux élant 2^^, 1]^, i'Jg, l\i^. Quatre 
plans homologues a^^, (x\^, a^3, a^^ forment un tétraèdre; 
mais il peut arriver qu'ils se coupent en un même point, A'. 
Si g est une droite quelconque de 2, les plans normaux de 
ses points formeront quatre faisceaux projectifs de plans pour 
les cinq positions consécutives de 2; les axes de ces faisceaux 
sont gl^^ g{^y gl^y gl^. Mais on sait qu'il existe, en général, 
quatre plans de chaque faisceau qui concourent en un même 
point avec les plans correspondants des trois autres. 11 existe 
donc sur cette droite g, en général, quatre points de Tes- 



( ' ) Voir TiiEVENET, loc. cit. 
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pèce considérée, les quatre points qui correspondent aux 
quatre plans de chaque faisceau. Il y a donc une infinité de 
pareils points, et leur ensemble forme une surface du qua- 
trième ordre, que nous désignerons par FJjjg^ ou FJ^. Cha- 
cun des points de cette surface est caractérisé par la pro- 
priété d'avoir cinq de ses positions consécutives sur une 
même sphère. 

Le point A' est le point d'intersection des plans normaux 
^oi> ^iî> ^S3> ^34» P^f* conséquent, les plans normaux de A' 
se couperont au point A lors du mouvement inverse. Le 
point A' est donc tel que, dans le mouvement inverse, ses 
cinq positions consécutives soient sur une sphère dont le 
centre est en A. D'autre part. A' est le centre de la sphère 
correspondant à A ; il s'ensuit donc que les centres des 
sphères qui appartiennent aux points A de F^^ forment la 
surface FJ'^ dont les points restent dans le mouvement inverse 
sur une sphère pour cinq positions consécutives , et que 
FJ4 est le lieu des centres des sphères correspondant aux 
points A'. 

La surface FJ^ contient les deux courbes k^^ et /rj^. Car 
si A est un point âtJj, Aq, Ai, Ag, A3 sont sur un cercle; par 
conséquent, ces quatre points sont sur une même sphère 
avec Ag ; de même, si B est un point de A^J^, les cinq points 
Bo, Bj, B2, B3, B4 sont sur une sphère, car Bj, Bj, B3, B4 
sont sur un cercle. La même chose a lieu dans le mouvement 
inverse. Nous arrivons donc au théorème suivant : 

Si l'on donne arbitrairement cinq positions du système, 
celui-ci contiendra une infinité de points A tels que A©, Ai, 
Aj, As, At appartiennent à la même sphère. L'ensemble de 
ces points forme une surface du quatrième ordre FJ^ gui 
renferme les courbes kl^ et k\^. Les centres des sphères cor- 
respondant aux points de FJ^ forment également une surface 
du quatrième ordre FJ'^. Les deux surfaces se correspondent 
dans la transformation cubique qui lie les systèmes 2 et !'• 
Dans le mouvement inverse^ les deux surfaces échangent leur 
signification ( ^ ) . 

( ' ) ScHŒNFLiES, Joumal fur reine und ang. Math., t. XGXVIII, p. 277. 
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11. Soit ^6 une sixième position du système, et FJj la 
surface, lieu des points A pour lesquels Ai, Aj, A3, A4 sont 
sur la même sphère. Les surfaces F54 et FJg contiennent 
toutes les deux la courbe /cj^; elles se couperont donc, en 
outre, suivant une courbe du dixième ordre ArJJ. Comme FJ^ 
contient la courbe A^J?, la surface FJg contient encore une 
courbe analogue k\l. F} S contient donc les deux courbes ArJJ 
et k\ly et la même chose a lieu pour toute surface de cette 
espèce. 

Chaque point de kH jouira, en général, de cette propriété 
de rester sur la même sphère pour les six positions consi- 
dérées du système. Si B est un point de /rft, Bq, Bj, Bg, B3, B4 
seront sur une sphère; B,, B,, B„ B4, B5 également ; mais, 
B,, B2, B3, B4 étant des points du même cercle, les deux 
sphères ne coïncideront pas en général. 

Si A' est le centre d'une sphère répondant à un point A de 
k^l, A' sera l'intersection de cinq plans normaux ; par con- 
séquent, A est également le point d'intersection des cinq 
plans normaux de A' dans le mouvement inverse; c'est-à-dire 
que A' est un point de la courbe kH' et A le centre de la 
sphère correspondante. 

Il s'ensuit donc que : 

SI Von donne arbitrairement six positions du système, 
celui-ci contiendra une courbe du dixième ordre kH dont les 
points restent sur une sphère pour les six positions de 2. Les 
centres de ces sphères forment également une courbe gauche 
du dixième ordre AJJ'. Les deux courbes se correspondent 
dans la transformation cubique qui relie les deux systèmes ^ 
et 2'. Dans le mouvement inverse, les deux courbes échangent 
leur signification, 

12. Ajoutons enfin une septième position le» et considé- 
rons la surface F* g dont les points ont la propriété de rester 
sur une sphère pour les positions Aj, A3, A4, As, Ae- Les 
trois surfaces FJ4, FJg, FJg se coupent en soixante-quatre 
points. 

Parmi ces soixante-quatre points^ tous ceux qui ne sont pas 
sur k\^^ ou k\^ sont donc sur une sphère dans sept de leurs 
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positions consécutives. Si, par contre, A est un point de XrJ^, 
les deux sphères qui contiennent Ao, A,, A,, Aj, A4 ou Ai, Aj, 
A3, A4, As auront en commun les cinq points d'un cercle, et 
par conséquent seront, en général, différentes l'une de l'autre; 
et, pour des raisons analogues, il en sera de même pour les 
points de kl^. 

Les surfaces FJ^ et F}- renferment toutes les deux la courbe 
X:}^. Celle-ci coupe F*ç en vingt-quafre points qui sont sur les 
trois surfaces. De même F J 5 et F J g contiennent la courbe A"® 5 ; 
leurs vingt-quatre points d'intersection avec Fj^ font égale- 
ment partie des soixante-quatre points d'inlerseclion des trois 
surfaces. Mais k\^ et kl- ont, en commun, quatre points 
imaginaires; chacun d'eux est donc aussi bien l'un des points 
d'intersection de ArJ^ avec FJ^, qu'un des points d'intersec- 
tion de kl^ avec FJ^. Les deux groupes de vingt-quatre points 
chacun ne forment donc, en général, que quarante-quatre 
points distincts; il reste donc vingt des soixante-quatre points 
d'intersection qui ne sont ni sur ArJ^, ni sur kl^, et il s'en- 
suit que : 

Si Von donne sept positions du système, il existe, en gé- 
néral, vingt points A qui sont sur une même sphère pour les 

sept positions du système, 

/ 
Ces vingt points sont, en même temps, les points d'inter- 
section des courbes k\\ et k\\. Tout point du système inva- 
riable qui est forcé de se mouvoir sur une sphère fait partie 
de ces points. 

Il existe également vingt points de cette espèce pour le 
mouvement inverse. Les vingt points de 2 et les vingt points 
de U se correspondent dans la transformation cubique. Cha- 
cun de ces points A' est le centre de la sphère correspondant 
au point A; de même A est le centre de la sphère sur laquelle 
se meut A' dans le mouvement inverse. 

13. Si enfin nous passons encore au cas de positions infî- 
niment voisines du système, la sphère passant par Aq, Ai, Ag, 
A3, A4 deviendra une sphère oscuialrice slationnaire de la 
trajectoire de A, laquelle sphère contient cinq positions infî- 
niment voisines de A. Nous arrivons donc au théorème suivant : 



MOUVKMENT d'UN SYSTÈME INVARIABLE. l53 

Si (in système invariable se déplace d'une manière quel- 
conque dans l'espace^ il existe, à chaque instant, une infinité 
de points dont les trajectoires ont un contact du quatrième 
ordre avec leurs sphères osculatrices. Ces points forment une 
surface du quatrième ordre F*. Les centres de ces sphères 
osculatrices forment également une surface du quatrième 
ordre F*'. 

Sur la surface F*, il existe une courbe du dixième ordre k^^ 
dont les points décrivent des trajectoires ayant avec leur 
sphère osculatrice un contact du cinquième ordre. Les centres 
de ces sphères forment également une courbe du dixième 
ordre K*°' qui est sur Y''', Enfin, vingt points A de la surface 
sont tels que leurs trajectoires ont avec leurs sphères oscula- 
trices un contact du sixième ordre. Les centres de ces sphères 
sont sur la courbe K^^'. Les surfaces F* et F*', ainsi que les 
courbes k^^ et k^^' et les points A et A', sont des éléments cor- 
respondants dans la transformation cubique qui lie les deux 
espaces ^ et ^'. Dans le mouvement inverse, les surfaces, les 
courbes et les points échangent leurs significations. 

L'enveloppe de toutes les surfaces F* qui correspondent 
aux différentes positions de 2 se décompose encore en deux 
surfaces de caractère cinématique différent. L'une d'elles est 
le lieu de toutes les courbes k^ et contient les points de 2 
dont les trajectoires ont, au cours du mouvement, un cercle 
de courbure stationnaire ; l'autre est le lieu des courbes k^^ 
et se compose des points du système dont les trajectoires ont 
un contact du cinquième ordre avec leurs sphères oscula- 
trices. Sur cette surface, il existe d'ailleurs une courbe, lieu 
des points qui décrivent des trajectoires ayant avec leurs 
sphères osculatrices un contact du sixième ordre : c'est l'en- 
veloppe de toutes les courbes k^^. 

Les éléments essentiels qui servent à la détermination de 
la trajectoire d'un point A du système sont la tangente, le 
plan osculateur, le plan normal, l'axe de courbure et la 
sphère osculatrice. 

Il ne peut pas, en général, y avoir de point dont la tra- 
jectoire ait un plan normal stationnaire ; car il n'existe pas 
de point du système qui se trouve en repos à un instant 



l54 CHAPITRE 111. 

quelconque. Il s'ensuit que, dans ce qui précède, nous avons 
résolu la question qui consiste à déterminer le lieu des 
points dont les trajectoires ont, à un instant quelconque, des 
propriétés stationnaires. 

X. — Des degrés de liberté dans le mouvement. 

1. Jusqu'ici nous avons toujours supposé que le système à 
trois dimensions exécutait un mouvement déterminé et que 
chaque point décrivait, au cours du mouvement, une courbe 
déterminée. Si donc 2o est une des positions de 2, le système 
ne pourra quitter cette position qu'en subissant un dépla- 
cement bien déterminé, qui est un mouvement hélicoïdal 
infiniment petit autour d'un certain axe. 

Il est visible que l'on peut se donner des conditions telles, 
qu'il y ait possibilité pour le système de se déplacer de dif- 
férentes manières à partir de la position Iq, Si, par exemple, 
le système est tel que l'un de ses points soit fixe, mais qu'il 
ne soit soumis à aucune autre condition restrictive, il pourra 
exécuter un nombre doublement infini de mouvements, car 
toute rotation autour d'un axe passant par en fait partie. 

Suivant la variété des mouvements que peut prendre un 
système à partir d'une position quelconque, on parlera d'un 
degré de liberté plus ou moins grand dans le mouvement. Si 
le système est immobile, on dira que ce degré est zéro ; s'il 
ne peut se déplacer que d'une façon, on dira qu'il possède le 
premier degré de liberté dans le mouvement ; si, à partir de 
1q, il peut prendre un nombre simplement infini de mou- 
vements, ce sera le second degré de liberté, etc. ('). 

2. Nous nous proposons d'établir ici les principaux théo- 



(') Les preniières recherches sur les degrés de liberté dans le mouve- 
ment ont été faites par Schonemann, J/o/iar^^e/-. der Berliner Acad.; i855, 
et Journal f. Math,^ t. XG, p. 44 )• Les théorèmes deSchonemana furent 
retrouvés par Mannheim : Étude sur le dépl. d'une figure de forme in- 
variable {Journal de l'École Polytechnique, Cahier 43, p. 77). C'est Bail 
qui, le premier, donna une étude détaillée des six degrés de liberté {Trans- 
actions of the B. Irish Acad. y t. XXV, p. i83. Voir aussi Halphen, Bul-, 
letin de la Société mathématique de France, t. II ). 



MOUVEMENT d'uN SYSTÈME INVARIABLE. 1 55 

rèmes qui concernent la liberté du mouvement d'un système. 
Nous avons déjà démontré plus haut qu'il ne peut exécuter 
qu'un seul mouvement si l'on donne à chaque instant cinq 
des rayons du complexe linéaire qui caractérise le dépla- 
cement; c'est alors le premier degré de liberté. Soient /, m, 
n, />, q cinq rayons du complexe. Chacun d'eux jouit de la 
propriété d'être normal à la trajectoire de chacun de ses 
points. Si donc L, M, N, P, Q sont des points quelconques 
sur /, m, riy py q, la trajectoire de L sera sur une surface 
qui a / pour normale; de même pour M, etc. Il nous est donc 
permis de nous donner à chaque instant cinq surfaces sur 
chacune desquelles doit se mouvoir un point du système; il 
s'ensuit que : 

Tous les points d* un système ^ décrivent des trajectoires 
déterminées dès que cinq d'entre eux sont assujettis à rester 
chacun sur une surface donnée. Le degré de liberté du 
système est le premier. 

On peut modifler de bien des manières cette condition im- 
posée à cinq points de se déplacer sur cinq surfaces. Au lieu, 
par exemple, de dire qu'un point A de 2 se meut sur une 
surface O^, on peut aussi prescrire qu'une surface 0(ô) de 2 
passe toujours par un point fixe B'. Car, dans le mouvement 
inverse, le point B' de 2' restera toujours sur une surface ^(^). 
Les deux conditions sont donc équivalentes. De même, nous 
pouvons convenir qu'une surface 0(a), appartenant au sys- 
tème 2, sera constamment tangente à une surface ^[a) de l'es- 
pace flxe, car cette condition revient à dire que la normale 
commune aux deux surfaces est en même temps normale à 
la trajectoire du point de contact. 

Comme les droites /, m, n, /?, q ne sont soumises qu'à la 
condition de faire partie d'un complexe linéaire, nous pour- 
rons admettre que deux d'entre elles, / et m, par exemple, 
se coupent. Mais L et M étaient des points quelconques de / et 
m ; faisons-les coïncider tous deux avec le point d'intersection 
(/m), on aura ainsi déterminé deux normales en ce point. Le 
point {Im) décrit donc, à l'instant considéré, un élément 
déterminé de courbe. 

Si donc nous prescrivons qu'un point du système décrira 
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une certaine courbe, cela est équivalent à Tobligation pour 
deux points de se mouvoir sur des surfaces. La même chose 
aura lieu pour la condition que Ton impose à une courbe du 
système, une droite, par exemple, de passer par un point fixe. 

3. Si, à ciiaque instant, on ne donne que quatre rayons du 
complexe, c'est-à-dire les normales aux trajectoires de quatre 
points du système, il n'y aura que quatre points assujettis à 
rester sur des surfaces données et le mouvement du système 
n'est plus déterminé. 

En effet, si /, m, /i, p sont les normales momentanées aux 
quatre points L, M, N, P, la normale à la trajectoire d'un 
cinquième point Q peut encore être prise arbitrairement, et 
ce n'est qu'une fois ceci fait que tout point 2 décrira, à partir 
delà position considérée, un élément de courbe. Commet 
est quelconque, il s'ensuit que, si quatre points du système 
sont assujettis à rester sur des surfaces Oxes, il existe encore 
la possibilité d'une infinité de mouvements dans lesquels 
chaque point décrit une trajectoire. 

Dans tous ces mouvements, /, m, /i,/? restent des normales, 
et les droites g et g"* qui rencontrent /, m, «, p sont des 
droites conjuguées. C'est pourquoi, toute droite qui coupe^ 
et g^ est normale aux trajectoires de ses points pour tous les 
mouvements possibles. L'ensemble de ces droites forme un 
système de rayons du premier ordre et de la première classe 
qui a ^ et ^^ pour rayons directeurs, et qui est connplètement 
déterminé par les quatre rayons /, m, n, p. 

Par le point Q, il passe un rayon s du système; quelle que 
soit donc la manière dont l'on choisira la normale ^ à la tra- 
jectoire Q, le plan normal [«y.ç] renfermera toujours la droites. 

Donc, pour tous les mouvements possibles que peut exécuter 
2 à l'instant considéré, le point Q restera sur une surface 
dont la normale est s. Cela a lieu pour toute position du 
système. 

Ainsi, lorsque quatre points du système sont assujettis à 
rester sur des surfaces fixes, chaque point Q du système dé- 
crira une surface. Cette surface prendra le nom de surface 
trajectoire du point Q. Nous pourrons donc énoncer le théo- 
rème suivant : 



I 

1 
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Si quatre points du système sont assujettis à rester sur des 
sur/aces fixes, cela aura lieu pour chaque point. Les nor- 
males aux surfaces trajectoires des points de ^ forment, pour 
chaque position du système, un système de rayons déterminé 
par les normales des quatre points, et, par conséquent, ren- 
contrent toutes deux droites fixes. 

k. Dans la position du système pour laquelle ces droites 
sont g et ^^ le théorème n'est pas applicable aux points de ces 
droites X. Tous leurs points se font en effetremarquer par ceci: 
c'est que, par chacun d'eux, il passe une infinité de rayons du 
système, c'est-à-dire de normales, qui forment un faisceau de 
rayons. Quelle que soit la manière dont on choisisse la nor- 
male q d'un cinquième point Q, les points de g et de g"^ auront 
toujours chacun le même plan normal, qui est le plan de ce 
faisceau. Le plan normal de tout point de g passe par g^, et 
le plan normal de tout point de g"* passe par g\ c'est-à-dire 
que dans tout mouvement admissible de 2, g tourne autour 
de g"^ et g"^ autour de g. Il s'ensuit que : 

Si 2o est une position quelconque de 2, et g et g'* les droites 
rencontrées par toutes les normales du système, les points de 
g et g"* ne peuvent se déplacer que sur des courbes à partir 
de ^0» Chacune des deux droites tourne autour de l'autre. 

Si donc A est un point quelconque de g ou de g"*^ sa surface 
trajectoire présentera, en général, pour la position considérée, 
un nœud biplanaire. Si un point de 2 est sur une telle droite 
pour toute position du système, il décrira une courbe pendant 
tout le cours du mouvement. 

5. Les théorèmes précédents sont susceptibles d'un autre 
mode d'exposition qui reste applicable même lorsque g 
et g"* sont imaginaires. Le mouvement de 2 dans lequel 
tout point décrit une courbe est, en général, défini à chaque 
instant par un complexe linéaire, et cela de telle façon, 
que tous les rayons du complexe qui passent par un point 
quelconque Q de 2 forment le plan normal de Q. Soit 
maintenant donnée une position quelconque de 2 , nous 
considérons tous les complexes qui ont en commun les 
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quatre rayons /, m, /i, p et, par suite, le système de rayons 
que déterminent ces quatre droites. Chacun de ces complexes 
définit un mouvement de 2 au cours duquel Q décrit une 
courbe déterminée. Mais, pour toutes ces courbes, le rayon q 
du système de rayons qui passe par Q est une normale à la 
trajectoire de Q. Les tangentes à toutes les trajectoires de Q 
sont donc dans le plan tangent à une surface quelconque 
qui admet 7 comme normale, c'est-à-dire que, dans tous les 
mouvements de 2 qui sont possibles, /, /n, «, p étant des 
rayons normaux, le point Q se déplacera, à l'instant consi- 
déré, sur une surface admettant q comme normale. 

Comme, à partir de la position 2o» le système peut exécuter 
un nombre simplement inHni de mouvements, on dit que son 
degré de liberté est du second ordre. 

En nous servant de cette dénomination, nous pourrons 
déduire le théorème suivant de ce qui précède : 

Si le degré de liberté que possède un système est du second 
ordre, les plans normaux aux trajectoires d*un point Q qui 
n'est ni sur g ni sur g^ forment un faisceau de plans, et les 
tangentes à ces trajectoires un faisceau de rayons, et cela 
pour tous les déplacements possibles. 

Si £ est un plan quelconque de 2 qui ne passe ni par g ni 
par^^, il renfermera toujours un rayon s du système de rayons, 
qui est la ligne de jonction des points où e est coupé par g et 
g"*. Le foyer de £ sera donc sur s pour tous les déplacements 
admissibles. Si, de plus, nous projetons les deux droites g 
et g"^ sur £, le point de rencontre des deux projections est un 
point de la caractéristique de £ (VI, 3), et il s'ensuit que : 

Dans toute position du système, les foyers d'un plan e sont 
sur une droite pour tous les déplacements possibles, et leurs 
caractéristiques forment un faisceau plan de rayons. 

6. Toutes les droites d'un système de rayons qui rencon- 
trent une certaine droite h forment, en général, un hyper- 
boloïde ; cela a donc lieu aussi pour les normales aux surfaces 
trajectoires des points d'une droite h de 2. Soit, maintenant, 
£ un plan quelconque perpendiculaire sur A, il y a deux plans 
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tangents à Thyperboloïde qui passent par la droite à Tinfini 
sur s, c'est-à-dire qui sont perpendiculaires sur h. 

Chacun d'eux contient une droite appartenant au système 
de génératrices formé par les normales. Il existe donc deux 
points de h pour lesquels les normales sont perpendiculaires 
sur h ; cette droite est donc dans le plan tangent aux sur- 
faces trajectoires, et il s'ensuit que : 

Les normales aux surfaces trajectoires de tous les points 
d'une droite h forment, en général, un hyperbolo'ide. Il existe, 
en fi^énéraly deux surfaces trajectoires admettant h comme 
tangente. 

7. Pour déterminer la surface formée par les plans tangents 
à toutes les surfaces trajectoires, imaginons que 2 commence 
à se déplacer suivant deux des manières possibles. Dans cha- 
cun de ces déplacements, les tangentes aux trajectoires des 
points Q de h forment un des systèmes de génératrices d'un pa- 
raboloïde, perspectif avec la ponctuelle h. Les deux tangentes 
aux trajectoires de Q nous fournissent le plan langent à la sur- 
face trajectoire de Q. L'ensemble de ces plans forme un faisceau 
de plans du troisième ordre qui contient le plan de l'infini. 
Comme h ne touche que deux surfaces trajectoires, il n'y a 
que deux plans de ce faisceau qui passent par A, c'est-à-dire 
que h est un axe du faisceau de plans. 11 s'ensuit que : 

Les plans tangents aux surfaces trajectoires de tous les 
points de h forment un faisceau de plans du troisième ordre 
qui renferme le plan de Vinfini. La droite h est un axe de 
ce faisceau. 

r 

8. Le second système de génératrices de l'hyperboloïde 
dont il a été question plus haut est formé par des droites qui 
rencontrent les normales aux surfaces trajectoires de tous les 
points de h. Chacune d'elles doit donc être conjuguée de h 
pour l'un des mouvements possibles du système. En effet, 
pour tout mouvement que peut prendre /i, les normales de 
tous ses points passent par une même droite : donc cette droite 
est sur l'hyperboloïde; de même l'inverse est vrai. On peut 
énoncer ce fait de la manière suivante : 
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Toutes les droites conjuguées d'une droite h de ^ par rap- 
port à tous les mouvements possibles, forment l'un des sys- 
tèmes de génératrices d'un hyperbdloïde. L'autre système de 
génératrices est composé des normales aux surfaces trajec- 
toires des points de h. 

Comme Thyperboloïde contient g^ g"* et h, il existe un 
mouvement possible, pour lequel h est autoconjuguée, de 
même un mouvement où h est conjuguée à gy un autre où 
elle est conjuguée à g^. 

9. A chaque mouvement que peut prendre le système 2 à 
partir de la position 2o, correspond un complexe linéaire. Son 
axe principal est l'axe du mouvement hélicoïdal infiniment 
petit que définit ce complexe. On doit se demander quelles 
sont les propriétés de l'ensemble de ces axes principaux, c'est- 
à-dire des axes des mouvements hélicoïdaux infiniment pe- 
tits que peut exécuter le système ^ à partir de la position 2o- 

L'ensemble de ces axes instantanés est identique, au point 
de vue géométrique, avec les axes principaux de tous les com- 
plexes linéaires qui contiennent les quatre normales /, m, 
n, p, ou le système de rayons que déterminent ces nor- 
males. 

Nous désignerons les deux droites qui sont rencontrées 
par /, m, n, p et qui, par conséquent, sont des droites con- 
juguées pour tous les mouvements de 2 par g et ^^, et k sera 
leur perpendiculaire commune. Si œ est un des axes instan- 
tanés, X sera perpendiculaire sur k (IV, k). De plus, les 
droites du système de rayons qui rencontrent x forment un 
paraboloïde équilatère, car tout rayon normal qui rencontrer 
est perpendiculaire sur cette droite. 

Soit maintenant e un plan quelconque qui passe par g, et 
soit E son point d'intersection avec ^\ Le plan contient une 
infinité de rayons s du système de rayons qui forment un fais- 
ceau dont le centre est E et coupe le paraboloïde suivant 
un seul rayon de ce faisceau passant par E. L'axe instantané 
peut donc être défini comme étant une droite perpendicu- 
laire à la fois sur a: et sur le rayon s que nous venons de 
déterminer. Cela a lieu pour tout axe instantané. Inversement, 
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il faut que tout axe qui est perpendiculaire sur k et sur un 
rayon normal s soit un axe principal du complexe linéaire, 
c'est-à-dire un axe instantané ; car, si X est le point d'inter- 
section de X et de s, et que t soit une droite passant par X et 
perpendiculaire à x, il existera toujours un complexe linéaire, 
et un seul, dont feront partie les cinq rayons /, m, /i,/?, t. Mais 
ce complexe jouit de la propriété que g etg"^ sont deux droites 
conjuguées et que x est son axe principal. 

10. Nous obtiendrons, par suite, tous les axes instantanés 
en construisant toutes les droites qui sont perpendiculaires 
à la fois sur k et sur un rayon s du faisceau situé dans e. 
Pour obtenir la perpendiculaire commune k k et h s, nous 
construisons un plan quelconque parallèle à ces deux droites; 
puis par k et s nous mènerons deux plans x et o- per- 
pendiculaires sur ce premier plan. L'intersection de ces 
deux plans x et cr nous fournit la perpendiculaire commune 
cherchée. 

Si maintenant K est un point quelconque de k, menons 
par K des rayons s' parallèles à s; alors les plans [ks^] for- 
meront un faisceau de plans projectif aux rayons s, et chacun 
de ces plans est un plan x. De plus, par le centre E du fais- 
ceau de rayons, menons une droite A:' parallèle à k, les plans 
[k's] formeront un faisceau de plans perspectif au faisceau de 
rayons. Menons maintenant par s un plan perpendiculaire au 
plan [k's] : ce sera un plan o-, et l'ensemble de ces plans 
enveloppe un cône du second ordre, qui est le cône complé- 
mentaire d'un cône orthogonal. L'ensemble des plans o- forme 
donc un faisceau de plans du second ordre perspectif avec le 
faisceau de rayons s. 

Le faisceau de pians du premier ordre formé par les plans 
X, et le faisceau de plans du second ordre formé par les 
plans (j, engendrent la surface des axes instantanés ; celle-ci 
est donc du troisième ordre, et admet la droite k comme 
droite double. 

Les droites g et g^ sont également sur la surface ; car, si 

nous considérons encore le plan e et le faisceau de rayons 

qu'il contient, et dont le sommet E est sur g^y il existera 

toujours ua rayon du faisceau qui est perpendiculaire sur ^^. 

S. II 
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C'est pourquoi ^^ jouit de la propriété d'élre perpendiculaire 
sur k et sur un rayon s, La môme chose a lieu pour g. Il 
s'ensuit donc que : 

Pour toute position du système 2, V ensemble des aœes 
instantanés correspondant aux mouvements possibles forme 
une surface réglée du troisième ordre^ qui contient g et g^y 
et qui a, comme droite double, la perpendiculaire commune 
à g et g^. Tous les axes instantanés sont perpendiculaires 
sur cette droite double. 

On désignera celte surface sous le nom de cylindroïde 
(conoïde de Plùcker). On peut la définir d'une manière pu- 
rement géométrique, comme étant la surface lieu des axes 
principaux de tous les complexes linéaires qui ont en com- 
mun le même système de rayons de la première classe et du 
premier ordre (*). 

11. Le plan £ qui passe par g et rencontre g"* en E coupe 
encore la surface suivant une conique ; cette conique est 
formée par les points suivant lesquels les rayons s du faisceau 
situé dans e sont rencontrés par les droites ob de la surface, 
lesquelles sont perpendiculaires sur ces rayons. Projetons la 
section conique, le faisceau de rayons, et les droites x de la 
surface sur plan tq perpendiculaire à k. Si s^ est la projection 
d'un rayon quelconque s et^i la projection de la droite x qui 
est perpendiculaire sur ce rayon, s^ et x^ seront également 
perpendiculaires l'une sur l'autre. Tous les rayons s^ passent 
par la projection Ei du point E, toutes les droites x^ passent 
par le point d'intersection H, de k et de m. 

Les points 5i, x^ forment, par conséquent, un cercle dont 
le diamètre est la ligne HiEi, et ce cercle est la projection 
de la conique que e a en commun avec la surface. Mais g ne 
diffère pas des autres droites de la surface ; de plus, chaque 
plan qui contient une droite du cylindroïde est un plan tan- 



(') La signification cinématique du cylindroïde fut reconnue par Bail 
{Transactions of the Boyal Irish Acad., t. XXV, p. i6i). La dénominatioQ 
de cylindroïde vient de Cayley. 
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gent de la surface ; nous arrivons donc au théorème sui- 
vant : 

Tout plan tangent au cylindroïde a en commun avec lui 
une ellipse, en dehors de la droite de contact, La projection 
de cette ellipse sur un plan perpendiculaire à la droite double 
est un cercle qui passe par un point de la droite double, 

12. Nous avons déjà fait remarquer que toutes les droites 
du système de rayons qui rencontrent une droite x du cy- 
lindroïde forment un paraboloïde équilatère, c'est-à-dire que 
chacune d'elles est perpendiculaire sur x; mais chacun de 
ces rayons est normal à la surface trajectoire du point où il 
rencontre x^ par suite x est tangent à cette surface. Tandis 
donc qu'une droite quelconque du système 2 n'est tangente 
qu'aux surfaces trajectoires de deux de ses points, toute 
droite x est tangente aux trajectoires de tous ses points. 
Gomme les normales à toutes les surfaces trajectoires for- 
ment un paraboloïde équilatère, les plans tangents formeront 
un faisceau de plans dont l'axe est x. Nous arrivons ainsi à 
une nouvelle propriété cinématique du cylindroïde : 

Chaque droite x du cylindroïde est tangente aux surfaces 
trajectoires de tous ses points. Les plans tangents à toutes ces 
surf aces forment un faisceau de plans dont Vaxe est x. 

13. Si l'on ne donne que trois normales pour déterminer 
le mouvement du système, si donc on se donne pour une 
position quelconque 2o les droites /, m, w, rayons normaux 
de trois points L, M, N, 2 pourra, à partir de la position 2o> 
exécuter tous les mouvements pour lesquels le complexe 
caractéristique contient les trois rayons l, m, n; mais, si un 
complexe linéaire contient les droites /, m, /i, toutes les 
droites du système réglé R' déterminé par /, m, n appar- 
tiennent au complexe. 

Les génératrices R' seront donc des rayons normaux pour 
tous les mouvements possibles de 2. Si donc A est un point 
quelconque de R', la génératrice q qui passe par ce point 
est normale à sa trajectoire pour tous les mouvements pos- 
sibles; mais, si A est un point quelconque du système 2, nous 
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pourrons définir un des mouvements de 2 en nous donnant 
encore deux droites quelconques aeib passant par A, comme 
droites du complexe ; avec /, m, n^ elles détermineront un 
complexe linéaire, par conséquent, un mouvement déter- 
miné de 1, Le plan [ab] est le plan normal du point A, et, 
comme a et b ont été pris tout à fait arbitrairement, on peut 
choisir tout plan passant par A comme plan normal de ce 
point. Le point A peut, par suite, se mouvoir dans toutes les 
directions ; il s'ensuit que : 

Si trois points L, M, N du système sont forcés de rester sur 
des surfaces fixes, et si 2o est une position quelconque de 2, 
un autre point du système pourra se déplacer à partir de sa 
position actuelle, dans une direction quelconque. Il faut en 
excepter les points appartenant au système réglé que déter- 
minent l, m y n, normales des points L, M, N. Chacun d'eux 
reste sur une surface ; la normale à cette surface est la gé- 
nératrice du système réglé qui passe par le point. 

On dit, dans ce cas, que la liberté dont jouit le système 
est du troisième degré, 

\k. Si ^ et A sont deux droites du second système de gé- 
nératrices de rhyperboloïde déterminé par /, m, n, et si p est 
une droite quelconque, non située sur cet hyperboloïde, 
qui rencontre g et h, /, m, /i, p seront des rayons normaux 
pour un nombre infini de mouvements de 2. Les droites g 
et h seront des droites conjuguées pour tous ces mouve- 
ments. 

Il s'ensuit donc que : 

Deux droites g et h du second système de génératrices de 
V hyperboloïde déterminé par l, m, n sont des droites conju- 
guées pour un nombre infini de déplacements possibles que 
peut subir le système à partir de la position 2o. Dans tous 
ces mouvements^ chaque point de 2 décrit des éléments de 
trajectoires qui sont chacun sur une surface fixe, 

15. Si Ton ne se donne que deux rayons normaux, / et w, 
on dit que le système possède le quatrième degré de liberté. 
Dans chaque position 2o le système peut se déplacer suivant 
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un nombre triplement infini de manières. Tous les points des 
deux rayons normaux sont forcés de rester sur des surfaces 
fixes. Les rayons l et m déterminent un système de rayons 
dont ils sont les rayons directeurs. Deux droites ^ et A de ce 
système peuvent être considérées comme des droites conju- 
guées pour une infinité de mouvements. 

Si Ton ne donne qu'un rayon /, le système possède le cin- 
quième degré de liberté ; à partir de chaque position Iq, il 
pourra se déplacer suivant un nombre quadruplement infini 
de manières; mais les points de / restent pendant tous ces 
mouvements sur une surface. Deux droites qui rencontrent / 
sont conjuguées dans une infinité de déplacements de 1. 

Enfin, si le système est complètement libre, on dit que son 
degré de liberté est le sixième. Pour ce cas, nous arrivons à 
cette conclusion, que deux droites quelconques de l'espace 
peuvent être choisies comme droites conjuguées, et qu'alors 
il y a encore place pour une infinité de déplacements. 

XI. — Relations métriques. 

1. Dans ce qui suit, nous considérerons encore deux posi- 
tions du système choisies arbitrairement et le mouvement 
hélicoïdal qui leur correspond. 

La position particulière qu'occupe l'axe de ce mouvement 
par rapport aux systèmes 2© et I^ donne naissance à une 
série de formules et de relations métriques qui relient entre 
eux les éléments correspondants des deux espaces. On va en 
développer quelques-unes ; elles se déduisent, pour la plu- 
part, des propriétés géométriques du mouvement hélicoïdal. 

Deux points correspondants Ao, Ai sont à égale distance 
de l'axe du déplacement ; les perpendiculaires abaissées de 
Ao et Al sur cette droite la rencontrent en des points cor- 
respondants Xo et Xi, et les plans qui passent par Aq et a; 
d'une part, par Ai et œ de l'autre, sont des plans correspon- 
dants «0 et «j. L'angle que <Xq et «i font entre eux nous donne 
la quantité dont a tourné le système, tandis que la longueur 
XqXi est égale à la composante de translation du mouvement. 
On peut mettre ce dernier résultat de la manière suivante 
sous forme d'un théorème : 



i66 



CHAPITRE III. 



Les projections 'de toutes les cordes sur l'axe du dépla- 
cement sont égales entre elles, et égales à la composante de 
glissement. 



Fig. 17. 



Soit A;„ le milieu de la corde AoAj, le plan ay mené par A'" 

rencontre Taxe a? au point X'", et A'"X'" 
est perpendiculaire sur ûc. 

Nous désignerons par r la distance de 
A"» à 57, c'est-à-dire la longueur A'^X"'. 
L'angle de rotation sera 2Î2, et le glisse- 
ment correspondant 2U. 

Projetons maintenant {/ig. 17) Ao et 
Al sur le plan passant par A^^X^ et per- 
pendiculaire à d7, et soient Xo et J^i les 
projections de ces points, on aura 




et 



A (cJl,oX"»c.l>i)i=2£^ 

Agoiv)© ^^^^ eA»! Aj ^^ U» 



Donc, le triangle A'^eiloi Ai nous fournira les deux relations 



(I) 
(2) 



(iAoA,/rrz rotang» ^^-U^ 
tang( AoA,, x) -- rtang£2 : U, 



2. Deux droites correspondantes ^0 et gi sont à égale dis- 
tance de Taxe du déplacement et font des angles égaux avec 
lui. Les deux points de x qui sont les plus rapprochés de ^0 
et gi sont deux points correspondants Xq et Xi ; de même, 
les points de go et gi pour lesquels la distance à a: est mi- 
nimum sont des points correspondants Go et Gi de ces droites. 
La longueur XqXi donne encore la composante de glisse- 
ment, pendant que Tangle des droites XqGo et XiGi déter- 
mine Tangle de rotation. 

Soit g'^ la médiane pour gQ et g^. Par un point de œ, 
nous mènerons trois droites go> gi> g"* parallèles à go, g^j g"". 
Comme ^0, ^,, g"* sont trois génératrices d'un paraboloide, 
iïo) gi» g'" sont dans un même plan, et comme ^"* fait des an- 
gles égaux avec go et g^ (I, k), g"» bissecte l'angle (90^1)- 
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De plus, l'angle des deux plans [^^o]> [«^^iJ ^st l'angle de 
rotation 2^; nous avons donc 

sin(|-9ogi)== sin£2 sin(go^'), 
tang(g'«^) = cosfîtang(go'3?), 
et, par suite, 

(3) sin[^(^o^i)]= sin£2 sin(^o'a?)» 

(4) tang(^'"^) = cosi2tang(^o^)- 

Ces équations montrent que les angles (^0^1) et {g'^x) ne 
dépendent que de ^ et de l'angle (^o^)- Ils ont donc la 
même valeur pour toutes les droites de 2 qui sont parallèles 
entre elles. 

3. La perpendiculaire commune k à g'"- et g^ jouit de la 
propriété de couper l'axe x et d'être perpendiculaire sur 
cette droite (V, k). Elle rencontre ^"* au point G"* qui corres- 
pond à Go et Gj, et x au point X"*. 

Soit G^ son point d'intersection avec g"*, et désigno«|s de 
plus la longueur G"*X'" par r, et G^X'" par p. 

Les points G"* et G^ peuvent être situés tout aussi bien du 
même côté, par rapport à X'", que de côtés différents. Aussi 
longtemps qu'il ne s'agira, comme ici, que d'un couple de 
droites conjuguées, il sera permis de regarder toujours r 
comme étant positif. Mais nous conviendrons que les direc- 
tions positives de r et de p sont opposées ; c'est-à-dire que p 
devra être considéré comme positif lorsque G'^ et G^ sont de 
côtés différents par rapport à X"*, et comme négatif quand 
ils seront du même côté. Dans ces conditions, la valeur de 
G'"G^ sera toujours égale ^ r -\-p. 

11 reste aussi à fixer le signe des angles que g"*^ et g"* font 
avec X. Il nous est encore permis de considérer toujours 
l'angle de g"^ avec x comme étant positif. Si maintenant, 
par un point quelconque de x, nous menons des parallèles 
3"* et 9^ à g"^ et g"* y l'angle de g"* avec x sera considéré comme 
positif, si X est entre 9"* et 9^ et négatif si cela n'a pas lieu. 
Dans celte hypothèse, hig'^g"*) sera toujours égal à la 
somme des angles que g"^ et g^ font avec^. 



l68 CHAPITRE III. 

4. Comme k est un rayon du complexe linéaire, qui appar- 
tient au système focal formé par 2'" et 2', k est perpen- 
diculaire sur la corde Go G"* du point G'". Si, par X"*, nous 
menons des parallèles à ^^ et à la corde Go G,, ces droites 
seront dans un même plan avec Xy et il s'ensuit que les an- 
gles que la corde et g'^ font avec x sont complémentaires. Si 
nous appliquons maintenant l'équation (2) au point G'", il 
s'ensuivra, comme 

tang(GoG„ x) = ctg(^^^) : 

(5) rtang(^^j?) — U : tan g 12. 

Mais g"* et g"* sont des droites conjuguées du système 
focal; c'est-à-dire que g'^ est l'intersection des plans nor- 
maux de tous les points de g^y si nous considérons g'^ comme 
étant une droite A'" de 2"*. 

Par conséquent, on a aussi 

p tang(^'»^) — U : tang^; 
il s'ensuit 

(6) /• : p = tang(^'«^) : tang(^^:t). 

Les dernières équations peuvent être appliquées aux droites 
g^ et g^ elles-mêmes. Désignons, en effet, par r^ la distance 
de g^ à Xy c'est-à-dire la longueur GoXq, on a 

r = r\ cos i2. 

Des équations (4) et (5), on déduit alors 

(7) /•otang(,^^j7)=ptang(^o'2?) = U : sin^^ 
c'est-à-dire 

(8) ro:p = tang(^o^):tang(^^:r). 

De sorte que, finalement, les formules (6) et (8) nous don- 
nent le résultat suivant 

(9) r^:r\p — tang(^o^) : tang(^'"^) : tang(^^J7). 



j 
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Il s'ensuit donc que : 

Les distances à l'axe du déplacement d'une droite quel- 
conque du systèmCy de sa médiane et de la droite conjuguée, 
sont entre elles comme les tangentes trigonométriques des 
angles que ces droites font avec l'axe. 

11 a été démontré plus haut (1, 4^) que les projections de 
toutes les cordes des points de la droite ^ sur ^'" ont une lon- 
gueur constante. Pour en obtenir la valeur, il nous suffira 
donc de considérer la corde d'un quelconque des points de g ; 
nous choisirons la corde GqG, du point G"'. 

Imaginons que nous ayons dessiné, pour la corde GqGi, la 
même figure que celle qui a été tracée pour la droite AqAi, 
et appelons maintenant (^^ et Çj les points analogues à eA^o, Xj. 
La projection de la demi-corde G'^Gi est égale à la projection 
du contour G'" ÇiGi. Mais, comme^'^ estdansle planC^ÇiG,, 
la projection de G"*Çi sur ^"^ a pour valeur 

G;„giSin(^'«ar), 

et celle de Q^Gt^ est égale à 

g»GiCos(^'«^). 

Par conséquent, nous obtenons, pour la valeur de la pro- 
jection de la demi-corde sur g^y l'expression 

(lo) rtang£2sin(^"*a?) -h Ucos(^'"a;). 

Ceci représente donc la valeur de la projection d'une corde 
quelconque de g sur g"\ 

5. Deux plans correspondants êq et Si font des angles égaux 
avec Taxe du mouvement hélicoïdal, et les points où ils ren- 
contrent cet axe sont deux points correspondants X© et Xi. 

Les projections de x sur e© et e, sont deux droites corres- 
pondantes /?o et/?i des deux plans. La longueur XqXi donne 
encore la composante de glissement, pendant que les plans 
\_x Pq^ et \_ocpi'] déterminent l'angle de rotation. 

Imaginons une droite quelconque g^, perpendiculaire sur 
Co, par exemple, celle qui passe par Xo, la droite correspon- 
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dante g^ de ^1 sera aussi perpendiculaire sur £1, et passera 
par le point Xi. Mais Téquation (3) est applicable à g^ et^i, et 

sin(^o^) =cos(£o^); 
il s'ensuit 

(11) sin(-J-6o£i) = siniicos(Êo;r). 

L'angle de deux plans correspondants de 2o 6t 2i estdoDc 
maximum lorsque les plans passent par Taxe du déplacement 
hélicoïdal. 

6. Le point où le plan médian t^ rencontre oc est le point 
X'". De plus, on voit facilement que la projection de œ surj* 
est la médiane/?'" de p^ et pi. 

En effet, considérons d'abord les droites 4 et l^ deeo^l^i 
qui passent par Xq et Xj et sont perpendiculaires à l'axe du 
déplacement, la droite /"» qui passe par X'" est également 
perpendiculaire à a:. Mais les plans [^/o], [^^i], [^/'''] sont 
des plans correspondants de Ito, 2,, 2'" ; de plus, le faisceau 
de plans de 2'" qui a x pour axe est congruent aux faisceaux 
de plans correspondants de 2© et de 2i, par conséquent les 
plans perpendiculaires à [a:/o]> [-a^^i]» l^^'"], de ces trois 
faisceaux, sont aussi des plans correspondants. Mais, de là, il 
suit que /?o,/?i, />'" sont des droites correspondantes, car ce 
sont les droites d'intersection de cestrois plans avec les plans 
correspondants Eq, £1, £'". 

L'équation (4) a lieu aussi pour po et/?"*; mais les angles 
que ces droites font avec l'axe mesurent en même temps l'in- 
clinaison de Taxe sur £© et £'", et nous avons alors 

(12) tang(£'"^) = cosl2tang(£o.^). 

L'angle que £"* fait avec a: est donc toujours plus petit que 
l'angle que fait £0 avec cette droite. Il faut en excepter le cas 
où £ passe par as ou lui est normal, car alors la même chose 
a lieu pour £'". 

7. Nous faisons suivre ces considérations de la solution du 
problème qui consiste à construire l'axe du mouvement hé- 
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licoïdal lorsque deux positions arbitraires Iq et li du système 
sont données. 

Soient alors Ao, B©, Cq, Ai, Bj, Ci les positions correspon- 
dantes de trois points de 2, il doit être possible, au moyen 
de ces données, de construire l'axe du déplacement. 

La construction au moyen de laquelle on y arrive, indiquée 
par Ghasies, est la suivante : 

Par un point quelconque de l'espace, menons les droites 
OA', OB^ OC égales et parallèles aux longueurs AqAi, BqBi, 
CoC,. Alors le plan A'B'C est perpendiculaire à l'axe du mou- 
vement, car les projections de OA', OB', OC sur toute droite 
normale au plan A'B'C sont égales entre elles. Mais les 
plans ABC, AjBjCi font des angles égaux avec l'axe et le 
coupent en deux points correspondants X©, Xi ; si nous pro- 
jetons alors les triangles ABC, AiBjCi sur le plan A'B'C, ils 
détermineront deux systèmes plans congruents, et le point 
double X' de ces systèmes coïncide avec la projection de Xo 
et de Xi, c'est-à-dire que ce point appartient à Taxe du 
déplacement. 

Si le cas se présentait où les cordes AqAj, BqBi, CqCi sont 
parallèles au même plan, OA', OB', OC seraient dans un plan, 
et la construction indiquée ne serait plus applicable. Mais 
alors les plans normaux menés en A'", B'", C'" se coupent en un 
point à l'infini, par conséquent le plan e'" = [A'^B'^C"] est le 
plan normal d'un point à l'infini, et, par suite, parallèle à l'axe 
du déplacement. Donc les plans AqBoCo, AiBiCi sont aussi 
parallèles à cet axe, et leur intersection donne la direction 
de a?. 

Nous arrivons à une seconde construction en nous servant 
des propriétés du système focal formé par 1"" et 2^. 

Posons en effet 

(BC)=:a, (CA) — ^ (AB)=c. 

Les plans normaux menés par B"* et C" sur BoBj, CoCi se 
couperont sur la droite ay conjuguée à a^; et la droite ka 
perpendiculaire commune à a"* et ay rencontre l'axe du dé- 
placement et lui est perpendiculaire. La même chose a lieu 
pour les droites è'", 6^ et leur perpendiculaire commune â:^, 
ainsi que pour c"*, c^ et kc. 
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L'axe X est donc perpendiculaire sur Ar^, A:^, kc et peul 
être construit en déterminant une droite perpendiculaire sur 
deux de ces perpendiculaires communes. Cette construction 
a été également donnée par Chasles (*). 

8. Transportons maintenant les résultats précédents an 
mouvement instantané d'un corps qui se déplace d'une ma- 
nière quelconque dans l'espace ; les composantes de transla- 
tion et de rotation deviendront infiniment petites, mais nous 
avons vu plus haut que le quotient U : ^ prend à chaque 
instant une valeur limite bien déterminée, qui est le para- 
mètre du mouvement hélicoïdal instantané. Celui-ci sera, eu 
général, fini et différent de zéro. Nous le désignerons par/>. 

Les grandeurs r et p se rapportent de nouveau au système 
focal formé par 2 et 2^ et représentent les distances de deux 
droites conjuguées ^ et ^^ à Taxe du déplacement. 

Le plan £'» vient à la limite coïncider avec s, et la corde 
Ao Al devient la tangente à la trajectoire du point A. 

Si nous la désignons par t^ l'équation (2) nous donnera 
immédiatement 

(i3) tang(^^) = r\p. 

Elle détermine la tangente à la trajectoire de chaque point 
si Ton connaît l'axe et le paramètre du mouvement instan- 
tané. 

L'équation montre que l'angle {tx) augmente avec la dis- 
tance du point à l'axe. 

De plus, les équations (5) et (6) donnent 

(i4) rtang(^''^) = ptang(^:r)— /? 

et 

(i5) r:p = tang(^a:):tang(^^x), 

c'est-à-dire que : 

Les distances de deux droites conjuguées à Vaxe du mou- 



(') Comptes rendus y t. LU, p. 487 
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vement hélicoïdal instantané sont entre elles comme les tan- 
gentes trigonométrigues des angles que ces droites font avec 
l'axe, 

9. Si, en particulier, les duoiles conjuguées sont perpen- 
diculaires Tune sur Tautre, si donc chacune d'elles est tan- 
gente à la trajectoire d'un point ou caractéristique d'un plan, 
on arrive encore à des relations plus simples. Nous désigne- 
rons, comme (VI) plus haut, deux droites conjuguées de 
cette espèce par d et e, et par ô et £ les plans dont elles sont 
les caractéristiques. D et E seront les points à la trajectoire 
desquels ces droites seront tangentes. Enfin le point où DE 
rencontre Taxe du déplacement sera X. Maintenant on a 

Vài\^{dx) tang(e^) = i ; 

Fig. 18. 





par conséquent l'équation (i4) se transforme et devient 



(16) 



DXcotg(û?a7) = EXcotg(ea;) =/?, 



c'est-à-dire que : 

Pour chaque droite de 2 qui est tangente à la trajectoire 
d'un point, le produit de sa distance à l'axe instantané par 
la cotangente de l'angle qu'elle fait avec l'axe a une valeur 
constante. Celle-ci est égale au paramètre du mouvement 
hélicoïdal instantané. 
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Le point D est le foyer de £ et Ë est le foyer de d ; de plus, 
d est perpendiculaire sur e et ^ sur d : par conséquent 

cotg(<ia:) tzztang(e^) et cotg(ej;) :^ tang{3a7), 
et il vient 

(17) DXtang(e^)=r£Xtang(ôa7) — />, 
c'est-à-dire que : 

Si e est un plan quelconque de 2, le produit de la distance 
à l*axe de son foyer par la tangente trigonométrique que le 
plan fait avec l'axe est une quantité constante ^ égale au 
paramètre du mouvement hélicoïdal instantané. 

Enfin, nous mentionnerons encore l'équation 

(18) BX,EX^-p\ 

qui résulte immédiatement des autres. 

Dans cette formule, DX et EX ont une double signification 
pour les plans â et e; on peut les considérer comme étant 
les distances de leurs foyers à Taxe instantané ou comme 
les distances de leurs caractéristiques à cet axe. Observons 
que les positions du foyer et de la caractéristique d'un plan 
ne dépendent que de l'angle que le plan fait avec x; nous 
arrivons ainsi au théorème suivant : 

Lorsque deux plans de 2 font avec Vaxe instantané des 
angles complémentaires, le produit des distances de leurs 
foyers à l'axe est égal au produit des distances des carac- 
téristiques. Ce produit est constant pour un pareil couple de 
planSj et égal au carré du paramètre du mouvement héli- 
coïdal instantané, 

10. A l'aide du précédent théorème, nous sommes en état 
de nous créer une image nette de la position du foyer d'un 
plan et de sa caractéristique, ainsi que de la distribution des 
droites conjuguées dans l'espace. Toutefois, avant d'aller 
plus loin, il nous faut déterminer dans quels cas la distance 
d'une droite à l'axe, ainsi que l'angle qu'elle fait avec l'axe, 
devront être considérés comme posliifs ou négatifs. 
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On peut faire les conventions suivantes : Si A est un point 
quelconque de 2, et que / soit la perpendiculaire abaissée 
de A sur ^, faisons passer par A un plan normal à /, et con- 
sidérons dans ce plan le faisceau de rayons dont le centre 
est en A. La distance du point à x est en même temps la 
distance de toutes les droites g du faisceau à Taxe. Cette 
distance peut être toujours considérée comme positive. Mais, 
parmi ces droites, il en existe une qui est parallèle à ^ et 
une qui est tangente à la trajectoire t de A. Nous convien- 
drons de regarder toujours l'angle de ces deux droites comme 
étant aigu et positif. De cette manière, Tangle qu'une droite 
quelconque du faisceau fait avec x est complètement déter- 
miné. D'après les conventions faites plus haut, les distances 
p et les angles {g'^x) sont également déterminés pour les 
droites g"* conjuguées des droites du faisceau. 

Les droites g passent toutes par le point A et sont en 
même temps dans un plan parallèle à x. Les droites g"* pas- 
sent donc par le foyer de ce plan, situé à l'infini, et sont dans 
le plan normal cC* de A. Elles forment donc un faisceau de 
rayons parallèles qui sont tous perpendiculaires sur / et qui 
font le même angle avec x\ cet angle est le complément de 
celui sous lequel la langente à la trajectoire de A rencontre x. 
Maintenant on peut immédiatement indiquer de quel côté le 
rayon / est rencontré par les différentes droites g\ 

En effet, le diamètre u parallèle à x qui appartient au fais- 
ceau a une droite conjuguée à l'infini, et la conjuguée d'une 
droite perpendiculaire à x rencontre cet axe. Si donc g est 
une droite qui fait avec u un angle obtus dans le sens défini 
plus haut, elle est du même côté de x que sa conjuguée, et 
si g fait avec u un angle aigu, g et g"* seront de part et 
d'autre de l'axe instantané. Si donc nous voulons déterminer 
la position de g^ conjuguée d'une droite quelconque g^ nous 
commencerons par déterminer le pied A de la perpendicu- 
laire commune à ^ et à ^. Alors la direction de g^ sera per- 
pendiculaire à celle de la tangente à la trajectoire de ce 
point. Suivant que g fera avec x un angle aigu ou obtus, g 
et g"* seront de côtés différents de l'axe, ou du même côté. 

11. Pour faire une application des formules données dans 
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ce paragraphe, nous nous en servirons pour déterminer la 
position de la droite des inflexions à laquelle (VIII, 5) se 
réduit la courbe des inflexions lorsque les axes du déplace- 
ment sont parallèles. On peut procéder de la façon suivante. 
Considérons d'abord tous les points A de 2 pour lesquels Ao, 

Al, A, sont dans un plan paral- 
^*^' '9' lèle à j7oi- Ces points satisfont 

tous à cette condition que les 
projections des cordes AqAi et 
AjAj sont en ligne droite si la 
projection est faite sur un plan 
perpendiculaire à ^oi- 

Soient {fig* 19) <J^o^ ^u ^"^j 
les projections de ces points, 
e^lsj*!, eilof, celles des points mi- 
lieux, A-, A- et 0;„ 0;, les 
points d'intersection du plan avec ^01 et^ij. Nous désigne- 
rons par rj\ la distance de Xl\ à Oii, et rf, sera celle de è^\^ 
àO,j. Nous appellerons a la distance des axes x'^^ et x\^\ 1% 
et 2^2, les rotations correspondant aux deux déplacements, 
et erifîn a sera Tangle que font rj*, et r^^ avec un plan per- 
pendiculaire au plan [^ii^'u]. On a 

(i) '^rj^»"© ^12^-^0*1 tangî2oi = «cosa, 

(2) rj'j — rj*i = asina. 

Tous les points A de 2 qui satisfont à ces deux équations 
jouissent de celte propriété que le plan AqAiAj est parallèle 
à Taxe du déplacement; mais les points de la droite cherchée 
sont encore distingués par cela que les cordes AqA,, AjAî 
ont la même inclinaison sur x'^^ ou x\^. Désignons alors 
par 2 Uoi et 2 Un les deux composantes de glissement des deux 
mouvements, on a 



(3) 



rj»! tangiîoi r'!^^ tang^^j 



Introduisons encore les paramètres des deux déplacements, 
et posons 

tangi^o, -P''' tangi2,, -^»^- 
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Divisons les deux membres de la première équation par 
Toi Iangi2i2 et tenons compte de (3).. il vient 



Uoi Cl tan g ^01 

La deuxième équation donne, en divisant par rj\ et tenant 
compte de (3), 

pi2—Poi asina 

Poi ''oi 

Posons encore, pour abréger, 

a Uo, 



tang^oi Uoi-i-U,. 
et 



=^d 



^ Poi » 

a =1 ttj, 

Pli— Poi 

il vient finalement 

rj\ =:d cosa, 

rj*! zir û^isina, 

et cette équation nous montre que g"\ est l'intersection de 
deux cylindres dont Tun a d comme diamètre et touche le 
plan [^ii^i2] des deux axes, et dont Tautre a pour dia- 
mètre di et a ce même plan des axes comme plan diamétral. 
Par là, la position de la droite g est elle-même déterminée. 
Il s'ensuit encore que les deux cylindres se coupent à angle 
droit. 

Si les positions 2o, ^i et ^2 se rapprochent indéfinimenl, 
le premier des deux cylindres touchera le plan tangent aux 
surfaces polaires et coupera orthogonalement le second cy- 
lindre suivant la droite g et suivant l'axe instantané du mouve- 
ment. 

Le premier cylindre a, par rapport au plan tangent, abso- 
lument la même position que, dans le plan, le cercle des 
inflexions par rapport à la tangente aux courbes polaires. 



S. 12 
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XII. — Rotations conjuguées. 

1. Nous avons reconnu que le déplacement hélicoïdal est 
le plus simple de ceux au moyen desquels on peut mouvoir 
un corps dans l'espace. Il est visible qu'il existe une infinité 
de déplacements au moyen desquels on arrivera au même 
résultat. C'est ainsi que 1 peut être amené à occuper d'abord 
la position 1^9 puis seulement la position finale 2i, etc. 

Parmi tous ces mouvements, il ne peut exister aucun autre 
déplacement hélicoïdal, car a: est la seule droite à distance 
finie qui soit commune à Iq et 2i. Mais il existe encore un 
groupe de mouvements simples au moyen desquels on peut 
passer de la position Iq à la position I^. Nous allons nous en 
occuper dans ce paragraphe. 

Si g est une droite quelconque de 1 etg^ la droite corres- 
pondante de 2^, g arrivera en gi au moyen d'une rotation 
autour de g^. Si donc nous imprimons au système 2 une 
rotation autour de ^^ jusqu'à ce que ^0 et ^1 coïncident, c'est- 
à-dire jusqu'à ce que deux points correspondants des deux 
droites coïncident, il suffira alors d'une rotation autour de 
gi pour amener In dans sa position finale. Comme g et g^ 
forment un couple quelconque de droites correspondantes de 
1 et l^j il s'ensuit que : 

Si g et g^ sont deux droites correspondantes quelconques 
des systèmes réciproques 2 et 2^, 2 peut passer de la position 
2o à la position ij au moyen de deux rotations dont la pre- 
mière a lieu autour de g"*, la seconde autour de g. L'un des 
deux axes de rotation peut être pris arbitrairement. 

On appellera deux pareilles droites des axes de rotation 
conjugués. La droite g"* doit être considérée comme étant 
une droite fixe de l'espace U, et g comme une droite déter- 
minée du système 2. Le second axe de rotation, considéré 
comme droite de H, est la position finale de la droite g. 

2. Si Tune des droites g et g"* est à l'infini, la rotation 
correspondante se réduit à une translation. Si, par exemple, 
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gy et par suite g^^ est à l'infini, g"* sera un diamètre du 
système focal formé par 2'" et 2^ ; de même, si g"* est une 
droite à Tinfini, g"*' sera un diamètre ; donc g^ et g^ seront 
aussi parallèles à Taxe du déplacement, c'est-à-dire que : 

Tout déplacement d'un système à trois dimensions peut, 
d'une infinité de meunières , s'obtenir au moyen d'une rota- 
tion combinée à une translation. Les axes de rotation sont 
tous parallèles entre eux et à l'axe du déplacement, 

3. En général. Tordre des deux rotations n'est pas inter- 
versible. En effet, si la première rotation se fait autour de g^ 
c'est-à-dire autour de la droite g^ de l'espace fixe, et si ^^, 
considérée comme droite de 2, est désignée par h^, il faut 
que Ao puisse être amenée dans la position Aj, non seulement 
par une rotation autour de ^i, mais encore par rotation au- 
tour de gQ ; et de même, il faut que g puisse être amenée en 
^1, non seulement par rotation autour de ^^= ^o> mais aussi 
par rotation autour de h^. Il faut donc que 



A 



{gJh) = A (^o^i) = A (^i^o) ^-^ A (^1^,). 



Or ceci n'aura pas lieu en général. Car nous pouvons dé- 
terminer les positions Iq et I^ en nous donnant les positions 
gQj h^ et^i, Al des droites g et A, et comme celles-ci sont ar- 
bitraires, les conditions précédentes ne seront pas satisfaites 
en général. 

Toutefois, nous allons démontrer l'existence d'un système 
de couples de droites conjuguées, pour lesquelles l'ordre de 
rotation est indifférent. Lorsque chaque point A d'un plan e 
appartenant à 2 est arrivé à sa position finale Ai, il en est de 
môme pour 2 tout entier. Or nous avons déjà vu que tout 
déplacement d'un plan s'obtient au moyen de deux rotations 
qui peuvent se faire dans un ordre quelconque autour de 
deux droites perpendiculaires l'une sur l'autre e et e"*. 

Mais la droite e se faisait remarquer par celte propriété 
que Cq et e^ se coupent, et Ton peut faire voir que la droite é^ 
considérée comme droite û? de 2 jouit de la même propriété. 
En effet, si nous faisons d'abord tourner 2 autour de e^ = c/q 
jusqu'à ce que e^ coïncide avec ej, et si ensuite nous effec- 
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tuons la rotation autour de e^ é*rz^d restera, pendant cette 
rotation, dans un plan perpendiculaire à e,, c'est-à-dire que 
d^ et d^ se coupent. Nous arrivons donc au résultat suivant : 

V ordre des rotations est interchangeable, si les deux droites 
conjuguées se coupent à angle droit. Si e est l'une de ces 
droites, elle jouira toujours de cette propriété que e^ et e^ se 
coupent» 

Chacune de ces droites e est telle que sa médiane e"^ est la 
caractéristique d'un plan e'" de i*". 

4.. Toute droite de Tespace peut être considérée comme 
une droite g'^ de 2^. Alors il existe toujours une droite g, 
telle que si 1 tourne d'un certain angle autour de g^y g^ 
vienne coïncider avec g^, A chaque droite de l'espace corres- 
pond ainsi un angle déterminé de rotation. On peut obtenir 
sa valeur de la façon suivante : 

Si G'" et G^ sont les points de g"* et de g^ où ces droites 
sont coupées par leur perpendiculaire commune, soient /• 
et p les distances de ces points a l'axe x du déplacement. Nous 
désignerons par X l'angle que la corde GqGj du point G'" fait 
avec x; les composantes du mouvement hélicoïdal seront 
encore 2 U et 2 12, et l'angle de rotation correspondant à ^\ 
c'est-à-dire l'angle GqG^Gi, sera 2c»)^. On a 

Mais la projection de la corde GoG, sur :r a la valeur al. 
par conséquent 

iGoG, =zU :cosX, 

et comme la corde GoGi et l'axe de rotation g'^ font des angles 
complémentaires avec x, on a 

cosXzz:sin(^^^); 
li s'ensuit que 

AGoGi=:U:sin(^^a:). 
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De plus [XI, éq. (5)], 



U sinig-^g^) 



Donc 

(0 



lang£2 sin{g'"û::)s\n(g^x) 



tangw^ sinig^œ) 

tang^ ~~ sin(^"*^^) 



Comme ^"* et g"^ sont des droites conjuguées du système 
focal formé par 1"^ et 2^, c'est-à-dire qu'elles ont une signi- 
fîcation géométrique réciproque, on a de la même manière, 
pour la rotation 2 0)'" correspondant à g^, 

.. V tango) ^" __ sin(j^^^) 

^^^ tang^ " sin(^'«^^)' 

et il faut remarquer qu'ici g'^ doit être considérée comme 
une droite A^ de 2^, c'est-à-dire comme un axe de rotation 
pour les droites Aq et h^ de 1q et Ij. 
Des deux dernières équations on tire 

,5. tangûo'^ tangw^ tangi2 

sin(^^a?) sin^"*a7 sin(^"*^^) 

et cette formule conduit immédiatement à la proposition 
suivante : 

Si, par un point quelconque de l'espace, on mène trois 
droites parallèles à deux droites conjuguées g^ et g^ et à 
Vaxe du déplacement, et que, sur ces droites, on porte des 
longueurs proportionnelles à tangw'", tangw^, tang^, ces 
trois longueurs seront les côtés et la diagonale d'un parallé- 
logramme, 

5. L'équation (i) détermine la valeur de w^ à Taide de la 
droite g"^ conjuguée de g'^. Nous nous proposons de la trans- 
former, de manière à ne faire intervenir que la droite g^. 



i8a 
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On avait 










langci)^ 


iGoG, 


U:sin 


{g"*^) 




tangiî (/• 


H- p)langÛ ■ 


"'U[colg(^'«^) 


H- COtg(^^ 


X)] 


Mais 
Donc 


Ucolg(^'" 


x)=:ptangîî. 






langGi) 


V 


U 







tangl2 p tangî2sin(^^j7) -h U cos(^^a;)' 

et dans cette expression de tangw^ n'intervient que la droite ^\ 
Le dénominateur du second membre de Téquation a une 
signification géométrique simple. Il est, en effet [XI, éq. (10)], 
égal à la projection de la demi-corde de G^ sur g^, en admet- 
tant que nous considérions g^ comme une médiane A'" do 2". 
Désignons par/?^ la valeur de cette projection; on a 

(4) p" langw^ = U tangiî, 

c'est-à-dire que : 

Pour toutes les droites g"* le produit p^ tangw^ a une valeur 
constante. 

L'expression U tang^ est la valeur de ce produit pour l'axe 
du déplacement. Mais si nous choisissons comme droite g* 
une droite qui lui est parallèle, /?^ aura également la valeur 
U; donc l'angle de rotation correspondant est aussi au, c'est- 
à-dire que : 

Pour toutes les droites parallèles à Vaxe du déplacement^ 
Vangle de rotation correspondant est constant et égal à la 
composante de rotation du mouvement hélicoïdal. 

Si donc nous remplaçons le mouvement hélicoïdal par une 
rotation et une translation, ce n'est pas seulement la direc- 
tion de Taxe de rotation, mais aussi la grandeur de cette ro- 
tation qui reste constante. 

6. Désignons la droite g^ considérée comme droite de 2'" 
par h"^ et le point G^ par H'", jo^ est la projection de { HoHi 
sur g^. Mais 

\ HoHi ={r -^ p) tangci)'". 
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et comme la corde HqHi est dans un plan perpendiculaire 
à g'^y HqHi et g'"- feront des angles complémentaires avec g^y 
et il s'ensuit que 

p"* = (r4-p) tangci)'"sin(^'"^^). 

L'équation (4) se transforme donc en 

(5) (/• -+- p) tangw'" tangto^ sin(^'"^^) = Utang£2, 

c'est-à-dire que le produit qui figure au premier membre a 
une valeur constante pour deux droites conjuguées g^ et g"*. 
Ce produit est susceptible d'une interprétation géométrique 
simple. 

Si, en effet, nous portons sur les deux droites g^ et g"* des 
longueurs proportionnelles à tango'" et tangw^, les quatre 
extrémités seront les sommets d'un tétraèdre. Mais le sex- 
tuple du volume d'un tétraèdre est égal au produit de deux 
arêtes opposées multiplié par leur plus courte distance et par 
le sinus de l'angle que font entre elles ces arêtes. Nous voyons 
donc que le premier membre de notre équation représente 
six fois le volume du tétraèdre que nous venons de construire ; 
et la position relative des longueurs portées sur g"^ et g"* 
est complètement indifférente, c'est-à-dire que : 

Si Von porte sur deux droites conjuguées g^ et g"* deux 
longueurs proportionnelles à tangw"' et tangw^, le tétraèdre 
ainsi défini a un volume constant pour tous les couples de 
droites conjuguées, pourvu que le rapport de proportionna- 
lité reste le même. 

Les théorèmes établis dans ce qui précède sont valables 
pour des positions infiniment voisines du système. On peut 
donc les énoncer pour un moment quelconque du mouvement. 
Au lieu des grandeurs tangw'" et tangw^ interviennent alors 
les rotations inflniment petites w et w^ qui correspondent à 
deux axes de rotation conjugués. 

XIIL — Exemples. 

1. Pour finir, on traitera quelques problèmes qui concernent 
des mouvements spéciaux de systèmes à trois dimensions. 
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Un premier exemple sera le suivant : 

Un Irièdre trirectangle se meut de telle façon que soft 
sommet décrive une courbe c\ pendant que les faces a, p, y res- 
tent les plans osculateur, normal et rectifiant de la courbée'. 

Nous déterminons ainsi d'une manière complète le dépla- 
cement du trièdre et du système 2 dont il fait partie; car, si 
nous considérons une position arbitraire du trièdre mobile, 
et que T soit un point de a qui est sur la tangente f à la 
courbe c', que K soit un point de (3 qui est sur Taxe de cour- 
bure k de c', et que le point H de y soit sur la droite recti- 
fiante h de c', nous pourrons définir, à Tinstant considéré, le 
mouvement de la manière suivante : 

Le mouvement se fait de telle façon que le point S de I se 
déplace sur une courbe c', et que les points T, K, H du sys- 
tème restent dans le plan oscuiateur, dans le plan normal et 
dans le plan rectifiant de c\ Nous voyons donc qu'en effet le 
système focal est déterminé à chaque instant, c'est-à-dire 
que le mouvement de 2 est complètement déterminé. 

Le plan (3 a Taxe de courbure k de la courbe comme carac- 
téristique et le point S comme foyer: donc A: et ^ sont deux 
droites conjuguées à angle droit Tune sur l'autre. Par consé- 
quent, t est la caractéristique, et le centre de courbure C le 
loyer du plan a. L'axe x du déplacement rencontre la droite 
I a(3|, c'est-à-dire la normale principale de c\ à angle droit. 
Le plan y est donc parallèle à l'axe du déplacement, et, comme 
sa caractéristique est la droite rectifiante A, celle-ci est pa- 
rallèle à l'axe du déplacement. La droite K* conjuguée de A 
est donc à l'infini, et h passant par S, c'est-à-dire par le 
foyer de (3, iC* est située dans le plan (3, c'est-à-dire que 
c'est la droite de ce plan qui est rejetée à Tinfini. La droite 
d'intersection a de (3 et y est un rayon du complexe parce 
qu'elle passe par le foyer S de P; elle passe donc aussi parle 
foyer de y, c'est-à-dire que le foyer de y est le point à l'infini 
sur a. 

Pour construire l'axe instantané, il nous suffit de deux 
couples de droites conjuguées. Nous en connaissons déjà un. 

Soit maintenant une droite quelconque g qui rencontre la 
tangente t et l'axe de courbure A:, et soient R et T ses points 
d'intersection avec ces droites; le plan normal de T passera 
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par le foyer C de a et sera perpendiculaire sur a ; le plan 
normal de K passe par S et il est perpendiculaire sur |3. On 
sait donc construire ces deux plans normaux et, par suite, 
la droite conjuguée g"* de g. 

Soit X le point où Taxe instantané rencontre la normale 
principale Xy et désignons par 9 Tangle que fait avec t Taxe 
€l, par conséquent, aussi la droite rectifiante. 

On aura [XI, éq. (16)], 

AX colg9 — ex tang9, 
c'esl-à-dire 

AX — ex tang' 9, CX = AX colg>. 
Delà 

AX + CX — CX(i -4- tang29), 

CX-4-AX=iAX(i-+- colg'9) 
ot enfin 

AXrr:ACC0S«9, 

CXr-ACsin»9. 

Ces équations déterminent le point X où la normale prin- 
cipale est coupée par ^ ('). 

2. L*hyperboloïde orthogonal est engendré par deux fais- 
ceaux projectifs dont les plans correspondants sont perpen- 
diculaires l'un sur Tautre (VII, k). Si donc deux plans per- 
pendiculaires Tun sur l'autre a et (3 se déplacent de manière 
que chacun d'eux passe par une droite fixe, la ligne d'inter- 
section des deux plans décrira un hyperboloïde orthogonal. 

Soient a' et b' les droites fixes et h la droite d'intersection 
des plans a et (3. 

Le mouvement est déterminé par quatre conditions. Toute 
droite élevée sur a en un point quelconque de a' est un rayon 
normal, de même toute droite perpendiculaire à p en un 
point de b'. Soient y et i les pians qui passent par ces droites 

et les normales à a et (3, leur droite d'intersection g sera 

(*) L'axe du déplacement est alors l'axe de l'hélice osculatrJce de c' . 
(ScHELL, Allgemeine Théorie der Curven doppelter Krûmmungf Chip. IX, 
n"* 3 et 5.) 
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une des lignes qui sont rencontrées par toutes les normales; 
Tautre est la droite de rinfini perpendiculaire sur A. Ces 
deux droites sont donc les rayons directeurs du système de 
rayons formé par les normales, et, en même temps, les deux 
droites qui sont conjuguées pour tous les déplacements pos- 
sibles du système. 

La caractéristique de a est a' et celle de p est b'. Le plan/ 
qui passe par a' et qui est perpendiculaire sur a renferme, 
par conséquent, toutes les droites adjointes aux plans per- 
pendiculaires à a (VI, 3), et de même le plan d qui passe 
par b'y et qui est perpendiculaire à (3, renferme toutes les 
droites adjointes aux plans perpendiculaires à p. Par consé- 
quent, la droite d'intersection g des plans y et â est adjointe 
aux plans perpendiculaires à h. Elle se trouve, par consé- 
quent, sur le paraboloïde des normales de h. 

De là résulte une construction de la normale à l'hyper- 
boloïde orthogonal. Au point A de A, élevons sur cette droite 
une perpendiculaire qui rencontre g : ce sera la normale. 

La droite g est un diamètre pour tout système focal qui 
correspond à un des mouvements possibles : donc tous les axes 
du déplacement sont parallèles entre eux, et le cylindroïde 
des axes se réduit à un faisceau de rayons parallèles. En effet, 
la perpendiculaire commune à deux droites g et g" ren- 
contre aussi les diamètres adjoints aux plans perpendiculaires 
sur g ou g"*. Donc nous devons considérer la perpendiculaire 
commune à ^ et à A comme étant aussi la perpendiculaire 
commune à ^ et g^i,. Nous obtiendrons alors le cylindroïde 
(X, 9) en coupant le système de rayons par un plan quel- 
conque e contenant ^J^, et si nous déterminons toutes les 
droites qui sont perpendiculaires à la fois sur k et sur un des 
rayons contenus dans e. Mais le plan £ est parallèle à k\ donc 
les perpendiculaires forment, en effet, un faisceau de rayons 
parallèles. 

La tangente à la trajectoire de tout point A de ^ est paral- 
lèle à hy car elle est normale à un plan qui passe par deux 
rayons perpendiculaires sur A. Pour tout mouvement pos- 
sible, nous avons donc la relation (XI, 13) 

tang(A^)zi=r:/?, 
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OÙ /• est la distance du point à l'axe instantané, et p le para- 
mètre du mouvement hélicoïdal correspondant. 

3. Les surfaces podaires fournissent un exemple pour le 
cas où le mouvement d'un système n'est soumis qu'à trois 
conditions où, par conséquent, ce système possède le troi- 
sième degré de liberté. 

Soit O' une surface quelconque et A' un point fixe dans 
l'espace. Si de A' nous abaissons des perpendiculaires sur 
tous les plans tangents t de la surface O', le lieu des points P 
est la surface podaire de ^'. On peut l'engendrer aussi en 
déplaçant le système formé par le plan t, et la perpendi- 
culaire a élevée en P à ce plan, de telle manière que t reste 
constamment tangent à la surface O' pendant que a passe 
toujours par un point fixe A'. On connaît donc à chaque in- 
stant trois rayons normaux, à savoir la normale / au point de 
contact, et le plan normal de A' qui remplace deux normales ; 
car^ dans le mouvement inverse, A' se déplace sur «, et les 
plans normaux se confondent pour le mouvement direct et le 
mouvement inverse. 

Soient maintenant m Qi n deux rayons du plan normal qui 
passent par A'. Le mouvement est défini dans chaque posi- 
tion du système par /, m, n. Déterminons l'hyperboloïde dont 
les points sont forcés de rester sur des surfaces. Comme m 
et n se coupent, il se décompose en deux faisceaux de rayons. 
En effet, tout rayon du plan [mn'\ qui passe par A' est un 
rayon normal. 

Si, de plus, L est le point d'intersection de / avec ce plan, 
et si nous désignons par p celui des rayons normaux qui 
passe par L, toute droite du plan [//?] qui passe par L est un 
rayon normal. Mais le plan [//?] contient toujours la droite a, 
par conséquent un rayon normal de ce plan passera par P. 
De là il suit que P décrit une surface pendant le déplace- 
ment que définissent t et a. 

On a ainsi déterminé également la normale à la surface 
podaire décrite par P. La normale est, en effet, le rayon nor- 
mal qui passe par P, c'est-à-dire PL. Si T est le point de 
contact de t avec <b\ les quatre points P, T, L, A' forment un 
rectangle dont PL est une diagonale. 
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k. Imaginons qu'un trièdre trirectangle se déplace de tell« 
façon que les plans a, (3, y de ses faces restent tangents à uq 
ellipsoïde fixe. 

Soient S le sommet du trièdre, et a=:|Py|, b — \ya[ 
c zr I a{3 1 les arêtes ; L, M, N seront les points de contact des 
faces avec Tellipsoïde dans une position quelconque. Nous 
désignerons encore les normales en. ces points par /, m, /i, et 
alors tous les points de l'hyperboloïde déterminé par /, m,/i 
resteront sur des surfaces pour tous les mouvements pos- 
sibles du système. On peut faire voir que cet hyperboloide 
passe par S. 

Appelons en effet 0' le point de Tespace fixe avec lequel 
coïncide S. Par 0', on peut mener trois plans tangents rec- 
tangulaires à Tellipsoïdc. Le cône circonscrit à ^' dont le 
sommet est en S a donc une infinité de groupes de plans 
tangents formant un trièdre trirectangle. Le trièdre pourra 
donc prendre une infinité de positions telles que son som- 
met vienne en 0' et que ses faces touchent rellipsoide, 
c'est-à-dire que nous pourrons faire mouvoir, autour de 0', 
les trois plans perpendiculaires l'un sur l'autre, de telle façon 
que chacun d'eux reste tangent à O' ou au cône. Mais lors- 
qu'une gerbe de rayons se déplace autour d'un^poinl fixe, les 
plans normaux que l'on peut mener aux plans de cette gerbe, 
par leurs rayons de contact, se coupent suivant une même 
droite qui est l'axe instantané de rotation. Si donc, parles 
rayons de contact des plans tangents au cône, nous menons 
des plans perpendiculaires sur a, (3, y, ils se couperont tous 
suivant une droite passant par 0'. Cette droite rencontre 
donc aussi les trois normales /, m, n, c'est-à-dire que : 

Si S est un point d'où Von puisse mener trois plans tan- 
gents rectangulaires à un ellipsoïde^ et qu'aux points de 
contact on mène les normales à cet ellipsoïde, S sera toujours 
sur l'hyperboloïde que déterminent ces trois normales. 

Cela est vrai pour toute position du système : donc S décrit 
une surface. La normale est la droite passant par S et appa^ 
tenant au système de rayons déterminé par /, m, n. 

La surface décrite par S est une sphère, car soit e' unplao 
quelconque de l'espace fixe; considérons toutes les positions 
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du Irièdre pour lesquelles a coïncide avec e', c'est-à-dire ima- 
ginons que l'on déplace ce trièdre de telle façon que a coïn- 
cide avec e', tandis que (3 et y touchent Tellipsoïde. 

Dans ce mouvement, chacun de ces plans enveloppera un 
cylindre elliptique. En même temps, l'angle formé par les 
arêtes ^ et c se déplacera dans le plan a = e' de telle façon 
que b et c restent tangentes à une conique, celle qui résulte 
de l'intersection de e' avec le cylindre elliptique. Mais alors 
le sommet de cet angle décrira un cercle et il s'ensuit que 
tous les points S situés dans s' sont sur un cercle. Ce cercle a 
d'ailleurs pour centre le centre de la conique; par conséquent 
le plan normal du cercle que S décrit dans e' passe toujours 
par le centre de l'ellipsoïde. Cela est vrai pour tout plan e'; 
il s'ensuit donc bien que le point S décrit une sphère qui a 
pour centre le centre de l'ellipsoïde. 

C'est-à-dire que : 

Si un triède trirectangle se déplace de telle façon que ses 
plans restent tangents à un ellipsoïde fixe, son sommet dé- 
crira une sphère qui a pour centre le centre de Vellip- 
soïde (*). 

Accessoirement, on voit encore que la génératrice appar- 
tenant au système déterminé par /, m, w, qui passe par S, est 
la droite qui joint S au centre de l'ellipsoïde. 

5. Le mouvement d'une droite consiste à chaque instant, 
comme il a été montré au commencement du Chapitre, en une 
rotation autour d'une droite g^- Comme les plans normaux de 
tous les points de g passent par ^^, les rayons normaux de 
tous lés points forment un système de rayons qui a ^ et ^^ 



(*) La démonstration donnée plus ^haut de ce fait, que les points de S 
situés dans un plan sont sur un cercle, a été considérée comme suffisante 
pour prouver que S décrit une sphère. Mais cela n'est pas permis, car on 
voit simplement que pour certaines positions du trièdre, celles pour les- 
quelles a coïncide avec e', les points S sont sur un cercle. Or il existe 
encore une infinité d'autres positions du trièdre pour lesquelles S se trouve 
dans le plan e' et il faut montrer que pour ces positions S est sur le 
cercle. On Ta fait dans le texte en démontrant que S est situé sur l'hyper- 
boloïde des points qui décrivent des surfaces. 
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pour rayons directeurs. Celui-ci est déterminé par quatre 
normales. Si donc on connaît les rayons normaux de quatre 
points de gj g^ sera également donné. Il s'ensuit donc que: 

Si quatre points d'une droite g sont assujettis à la condition 
de rester sur des sur/aces fixes, le mouvement de la droite sera 
complètement déterminé. Chacun de ses points décrira unt 
courbe, et g elle-même engendrera une sur/ace réglée. 

On peut encore considérer la chose à un autre point de vue. 
En effet, la position d*un système est déterminée, si l'on con- 
naît la position de trois points qui déterminent un plan. Par 
conséquent, la position d'une droite ne définit pas encore celle 
du système; et le mouvement de 1 ne sera pas déterminé non 
plus lorsque Ton connaîtra le mouvement de la droite g. Bien 
plus, si g exécute un mouvement déterminé, 2» pourra encore 
se déplacer d'une infinité de manières. Nous obtiendrons un 
de ces déplacements en obligeant un cinquième point, non 
situé sur gj à rester sur une surface fixe. 

A chacun de ces mouvements se rapporte à chaque inslanl 
un système focal qui le caractérise; pour tous ces systèmes 
focaux g et g"* constitueront un couple de droites conjuguées. 

Les théorèmes et les constructions qui ont été établis plas 
haut restent valables pour tous les éléments du système focal 
ou du système 2 qui concernent g, même lorsque nous con- 
sidérons isolément le mouvement d'une droite. Nous obtien- 
drons par exemple la normale au point A de ^ à la surface 
engendrée par g^ en menant en ce point la perpendiculaireà 
g qui rencontre g"*, etc. 

6. Définissons le mouvement de g en obligeant quatre 
points A, B, C, D à se mouvoir sur les plans a', (3', y', è'. Et con- 
sidérons g comme faisant partie d'un système à trois dimen- 
sions li dont nous déterminerons le mouvement en obligeant 
un point E à rester sur une surface ^é. Mais il existe à chaque 
instant (IX, 5) une surface du troisième ordre F' de 2 dont 
les points décrivent des trajectoires à plans osculateurs sta- 
tionnaires, et les droites de 1 sont sur cette surface lors- 
qu'elles renferment plus de trois pareils points. Or c'est ce qui 
arrive pour la droite g. Par conséquent, tout point de ^ jouit 
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de cette propriété que quatre positions successives sont dans 
le même plan, et, comme cela a lieu à chaque instant, il s'en- 
suit que : 

Si quatre points d'une droite g se déplacent dans des plans 
fixes, cela a lieu pour chaque point de la droite, c'est-à-dire 
que chaque point de la droite décrit une courbe plane. 

Soient maintenant ^o, ^j, g^ trois positions quelconques, 
que prend g au cours du mouvement : on a 

«'^[AoAiAî], 
P'=:LBoB,B,], 

/=:[CoC,C.], 

) 

c'est-à-dire que les plans a', (3', y', . . . sont obtenus au moyen 
de trois ponctuelles congruentes, et forment par conséquent 
un faisceau du troisième ordre. 

Le faisceau de plans engendré par g^^ g^, g^ contient le plan 
de rinfîni, car les points à l'infini de ^o» gu gt sont des points 
correspondants. Considérons le système de rayons qui lui est 
associé; on verra de la même façon qu'au paragraphe VII, 1, 
que nous pouvons représenter ce système au moyen d'une 
gerbe 0' de telle façon qu'à chaque rayon de la gerbe corres- 
ponde le rayon parallèle du système, et qu'ainsi aux droites g^y 
g\y gi correspondront les droites g'^j g\, g\ de la gerbe 0'. 

Soit maintenant x^ l'axe du cône de révolution qui passe 
V^"^ g'oy g'iy gi c'est-à-dire le rayon de 0' qui fait des angles 
égaux avec g^, g[, g'^, le rayon correspondant x du système 
de rayons sera aussi également incliné sur go, gi, g^. 

Si £ est un plan quelconque du faisceau, si s est un rayon 
quelconque du système de rayons, et E^ le point d'intersec- 
tion de e et de 5, nous pourrons rapporter la ponctuelle A^, 
B,, C,, ... sur s'y en A^, B^, Q, de telle façon que le point E, 
de s corresponde au point 0' de s' , Alors on démontrera que 
tous les points A^ qui correspondent aux points A, du plan a 
sont dans un plan a'. On pourra le faire de la manière sui- 
vante : soit gz une droite quelconque de e, les rayons s qui 
rencontrent g^ forment en général les génératrices d'un pa- 
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raboloïde. Les rayons correspondants 5' de 0' forment un fais- 
ceau de rayons dont le plan est parallèle au plan directeur du 
système de génératrices. Le paraboloide coupe chaque plaça 
suivant la droite ^a qui correspond à g^. Projetons mainte- 
nant les rayons s du paraboloïde sur un plan quelconque pa- 
rallèle au plan directeur, en prenant comme centre de projec- 
tion le point à Tinfini sur ^e; nous obtenons un faisceau de 
rayons sf qui est projectivement égal au faisceau s'. Les plans 
projetants sont parallèles entre eux et, pour chaque rayons, 
la ponctuelle qu'il contient est congruente à sa projection/, 
qui, par conséquent, est égale à la ponctuelle s\ Ainsi le 
faisceau 5" et les ponctuelles qu'il renferme sont respective- 
ment congruents au faisceau s' et aux ponctuelles de ce fais- 
ceau; et de plus le plan des rayons^'' est parallèle au plan des 
rayons s'. 

A tous les points d'une droite ^adu paraboloïde correspon- 
dent les points d'une droite gl,\ donc dans 0' on aura égale- 
ment une droite g'a,. Toutes ces droites ^J, ^p, . . . sont pa- 
rallèles entre elles; la même chose a donc lieu aussi pour les 
droites correspondantes ^a» g'^y • • • de la gerbe 0'. Donc, 
non seulement il correspond à tout point A^ du plan a uo 
point déterminé A^ dans la gerbe 0', mais à tous les points 
d'une droite ^a correspondent les points d'une droite ga, c'est- 
à-dire qu'aux points d'un plan a correspondent les points d'un 
plan a', et comme à tout point à l'infini sur a correspond un 
point à l'infini sur a', a et a' seront deux systèmes plans en 
affinité collinéaire. 

Comme toutes les droites ^i, g'a^ . . . sont parallèles entre 
elles, il s'ensuit encore que les plans a', P' sont tous paral- 
lèles. 

Les plans a', P', ... sont [perpendiculaires sur le rayons' 
de la gerbe. Car, soient E^, Ei, E, les points de ^o> g\y §i ^J" 
tués dans s, on a 

EqAo^^ EiAirz::EjA2 

et par conséquent 

O'a; =: o'a; =:: o'a;. 

Donc le plan a'=(AoAi A',) est en effet perpendiculaire 
sur œ\ 
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Enfin on voit qu'à toutes les positions que prend la droite^ 
au cours du mouvement, correspondent dans 0' les généra- 
trices du cône de révolution déterminé par ^o, g\^ g\. Car soit 
gi la position de la droite^ à un moment quelconque, gt sera 
la droite de jonction des points E,- et A,-; par conséquent, g'i 
est la ligne de jonction de 0' et A,-. Or 

0' Ai = o'a; = o'a; = o'a;, 

et A'/Ost dans le plan a'; donc O'A'^ =i=^i est une génératrice 
du cône de révolution. 

Nous pouvons maintenant énoncer les conclusions aux- 
quelles nous étions parvenu au paragraphe VII pour le 
système de rayons, et nous arrivons au ihéorème suivant : 

Si une droite se meut de telle façon que quatre de ses points 
restent dans des plans fixes, tout point de la droite se déplace 
dans un plan et décrit une ellipse. Tous ces plans forment un 
faisceau de plans du troisième ordre, qui constitue l'ensemble 
des plans osculateurs à une parabole cubique. Les centres des 
ellipses sont surunedroite; celle-^i est perpendiculaire au plan 
qui contient l'asymptote de la parabole cubique, La droite g 
elle-même décrit une surface du quatrième ordre; toutes les 
génératrices de la surface font des angles égaux avec l'axe 
sur lequel sont les centres des ellipses (*). 

Les centres des ellipses sont les points homologues des 
plans en affinité du faisceau, qui ont entre eux la distance mi- 
nimum. 

7. Si la droite g est telle que trois de ses points A, B, C se 
meuvent dans trois plans fixes a, (3, y, tout autre point D 
de cette droite décrira un ellipsoïde. Car des théorèmes pré- 
cédents il ressort que toutes les positions que le point D peut 
prendre dans un plan quelconque à de l'espace sont sur une 
ellipse. 

( * ) Mannheïm, Sur les trajectoires des points d'une droite mobile dans 
l'espace {Comptes rendus, t. LXXVI, p. 635). 

La représentation sur la gerbe fut donnée par Halphen, Bulletin de la 
Société mathématique de France, t. I, p. x 14. 

S. i3 
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Considérons g comme faisant partie d'un système à trois 
dimensions 2, et déterminons encore le mouvement de telle 
sorte qu'un quatrième point £ de Z reste sur une surface 
quelconque, D décrira toujours Tellipsoïde. Mais, comme ^est 
maintenant une droite de 2, les normales aux surfaces décrites 
par tous les points de g formeront un hyperboloïde, c'est- 
à-dire que les normales aux points A, B, C, D sont sur un 
hyperboloïde. 

Considérons une des positions de g pour laquelle le point 
D vient dans un des plans a, (3, y, par exemple dans le plana. 

Comme A est toujours dans a, g sera tout entière dans ce 
plan; par conséquent, il faut que B soit un point de la droite 
I a (3 1 et C un point de | a y |. Nous obtiendrons donc toutes les 
positions de ^ pour lesquelles D est dans a, en déplaçant ^de 
telle façon que B se meuve sur | a (3 1 et C sur | a y |. 

Mais alors D décrit une ellipse dont le centre est au point 
d'intersection des trois plans a, (3, y. La même chose a lieu 
pour les plans (3 et y, d'où il suit que le sommet du Irièdre 
formé par les plans a, (3, y est le centre de l'ellipsoïde, c'est- 
à-dire que : 

Si une droite se meut de telle façon que trois de ses points 
restent dans trois plans fixes, tout autre point de la droite 
décrira un ellipsoïde dont le centre est le point d'intersection 
des plans fixes. Les normales à tous les ellipsoïdes forment à 
chaque instant un hyperboloïde (*). 

Si en particulier les plans a, j3, y sont perpendiculaires 
entre eux, ils constituent les plans principaux de tous les el- 
lipsoïdes; car alors l'ellipse située dans un quelconque des 
trois plans a pour axes les droites d'intersection du plan avec 
les deux autres, et les longueurs des axes, seront DA, DB,DC. 

8. Considérons encore trois plans quelconques a, j3, y. 
Le lieu de D est dans chaque plan passant par D une ellipse, 
intersection du plan avec l'ellipsoïde. 
Parmi ces plans, il en existe un d qui est tangent à l'ellip- 

(*) Ce théorème est dû à Dupin {Journal de l'École Polytechnique) 
cahier 14, p. 6o). 
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soïde. Si donc nous déterminons le mouvement de g de telle 
façon que les quatre points A, B, C, D restent dans a, (3, y, ô, 
le mouvement de la droite sera impossible. Dans ce cas les 
normales élevées en A, B, G, D sur a, (3, y, ô sont sur un hy- 
perboloïde, tandis que cela n'a pas lieu dans tous les autres 
cas. Il s'ensuit donc que : 

Si quatre points A, B, C, D d'une droite doivent se mouvoir 
dans quatre plans fixes a, (3, y, â et si les normales aux plans 
élevées aux points A, B, C, D sont sur un hyperboloïde, le 
mouvement est impossible (*). 

La droite g est alors le rayon du système du troisième ordre 
dont il vient d'être question, qui rencontre les plans du fais- 
ceau de plans qui lui est associé aux points dont la distance 
mutuelle est minimum. 

XIV. — Sur le déplacement d'un système invariable, dans 
le cas où les surfaces des axes sont cylindriques ('). 

Le déplacement d'un système invariable dans le cas où les 
surfaces des axes sont cylindriques n'a pas encore été étudié 
spécialement. Cependant, et l'on devait s'y attendre, étant 
donnée la nature particulière du mouvement, il est caracté- 
risé par une forme remarquablement simple des lois du dépla- 
cement. 

En particulier, on mentionnera ici ce fait, qu'il se présente 
alors une analogie toute spéciale avec les lois du déplacement 
plan, analogie qui ne se manifeste pas lors d'un mouvement 
tout à fait général. Et, en eflfet, aux théorèmes relatifs 
au cercle des inflexions de Bresse, et aux points à cour- 
bure stationnaire, correspondent des théorèmes tout à fait 
analogues sur les points dont les trajectoires ont des plans 
tangents d'inflexion et des sphères osculatrices stationnaires. 

On connaît déjà un cas particulier du déplacement que nous 
avons en vue. C'est en même temps le seul mode de déplace- 



( * ) Halphen, Bulletin de la Société mathématique de France, t. VIII, 
p. i8. 
( ' ) Traduction d'un Mémoire de l'auteur inséré aux Math. Annalen, t. XL.. 
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ment dans l'espace qui ait été jusqu'ici Tobjel d'une étude 
approfondie. On le définit par cette propriété que tout point 
décrit une courbe plane, ou, si Ton passe au mouvement in- 
verse, que chaque plan passe par un point fixe. C'est M. Dar- 
boux (*) qui, le premier, montra l'existence de ce déplace- 
ment remarquable. 

Dernièrement il a été étudié plus complètement par M. Mann- 
heim (*). 

Les surfaces des axes sont deux cylindres circulaires; leurs 
cercles de base sont identiques avec les courbes polaires du 
mouvement plan où chaque point décrit une ellipse. 

C'est ce déplacement qui a donné lieu aux considérations 
suivantes. 

Je fais encore remarquer que les théorèmes généraux aux- 
quels on arrivera par la suite nous fourniront un moyen de 
réaliser mécaniquement le mouvement en question, procédé 
qui n'était pas connu encore. Car, si un triangle se dé- 
place parallèlement à son plan, de telle façon que ses trois 
sommets restent sur trois plans fixes, tout point invariable- 
ment lié au triangle décrit une ellipse. Par le mouvement 
inverse on a un théorème correspondant à celui-ci par voie 
de dualité. 

Je commence par donner les relations générales qui lient 
les points mobiles aux plans osculateurs instantanés de leurs 
trajectoires; puis j'en déduis les théorèmes relatifs aux points 
qui jouissent d'une propriété stationnaire. Enfin je termine 
par un exposé simple du cas particulier dont j'ai fait mention. 

A. La correspondance cubique entre les points et les plans 

OSCULATEURS DE LEURS TRAJECTOIRES. 

1. Soient c et d les courbes polaires d'un déplacement plan; 
soit de plus Cp la trajectoire décrite par le point P du plan 
mobile t, 

(») Sur le mouvement d'une figure invariable {Comptes rendus, 
t. XCII, p. 118). 

(») Étude d'un déplacement particulier etc. {Rendiconti ctel cire, 
mat. di Palermo, t. III, p. i3i) et Déplacement d'une figure invariable 
( Journal de l'École Polytechnique, Cahier LX ) . 
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Nous désignerons les surfaces cylindriques dont les bases 
sont respectivement c, c', Cp, et dont les génératrices sont per- 
pendiculaires sur £, par C, C', €p, respectivement. La géné- 
ratrice de la surface €p qui passe par P sera désignée par/?, 
de sorte que, pour tout déplacement qui admet comme sur- 
faces des axes les cylindres € et C, la droite/? décrira la sur- 
face €p. 

Si Ton se donne une seconde surface F^ sur laquelle devra 
toujours rester le point P, la courbe décrite par ce point, et 
par suite le mode de déplacement lui-même se trouveront dé- 
terminés. 

Le mouvement consiste en un roulement et un glissement 
du cylindre € sur €', et la grandeur du glissement dépend de 
la surface Fp. Tous les points de p décrivent la même courbe; 
pour étudier le déplacement, il suffira donc en général de 
considérer les points d'un plan ti perpendiculaire à la direc- 
tion de Taxe. 

Le mouvement dans l'espace de 2 et le mouvement plan 
de e sont connexes en ce sens, qu'à chaque position de 2 cor- 
respond une position déterminée de e, et réciproquement. Le 
plan f\ qui servira à caractériser le mouvement de 2 sera con- 
sidéré comme coïncidant avec £; seulement il faudra à chaque 
fois spécifier si, pour un point P de ce plan, on considère son 
mouvement dans l'espace ou son déplacement dans le plan e. 
C'est pourquoi nous continuerons à nous servir de la double 
notation s, yi. 

2. Il sera avantageux de commencer par quelques mots sur 
le déplacement du plan de Tinfini s». Ce plan, quel que soit le 
genre de déplacement de 2, se meut sur lui-même. Mais, dans 
le cas qui nous occupe, trois de ses points restent fixes pen- 
dant toute la durée du déplacement; à savoir, le point Z« à 
l'infini sur la direction de l'axe, et les points cycliques I« et 
J«, de la droite à l'infini de yi. Les droites que déterminent 
ces trois points sont donc fixes aussi; nous les désignerons 
par A«, i»yj», A» étant la droite à l'infini du plan yi. 

Le déplacement du plan à l'infini est donc ^ dans le sens non 
euclidien, une rotation autour de Z». Tout point de e» décrit 
une section conique ou, en parlant le langage non euclidien. 
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un cercle dont le centre est en Z,. Pour les points des droites 
/'-> «-,y«), ces cercles deviennent ces droites elles-mêmes (*). 

Le mode de mouvement considéré est complètement carac- 
térisé par le déplacement du plan e« tel qu'il vient d'être 
indiqué, 

3. Soient Po, Pi, Pj trois positions d'un point quelconque 
de l'espace mobile 2, le plan tt' qu'elles déterminent est le 
plan de 1' qui, lors d'un déplacement continu, deviendra le 
plan osculateur instantané de la trajectoire. Entre les points 
P et les plans tt', il existe une correspondance cubique réver- 
sible et univoque; elle est un cas particulier de celle qui a été 
étudiée en détail par Nôther et Cremona. 

On sait que la courbe fondamentale du sixième ordre de 2, 
aux points de laquelle correspond dans 1 une droite ou un 
faisceau de plans, se décompose pour un déplacement quel- 
conque de 2 en deux courbes du troisième ordre, dont l'une 
est contenue dans le plan de l'infini, pendant que l'autre est 
la courbe gauche c', connue sous le nom de courbe des in- 
flexions. Dans les cas spéciaux du déplacement que nous étu- 
dions ici, la courbe à l'infini se décompose, comme nous 
l'avons vu plus haut, pour donner les trois droites h^^i^j*) 
pendant que la courbe gauche c' dégénère également et donne 
trois droites passant par Z«. 

Mais de ces droites, une seule reste à distance finie, les 
autres coïncident avec i« ety«. Nous désignerons la première 
de ces droites par sv^ et nous l'appellerons droite des in- 
flexions. 

Il s'ensuit que : 

La courbe fondamentale du sixième ordre de 2 se réduit i 
la droite des inflexions w^ à la droite de V infini fi^j qui es 
perpendiculaire à w, et aux deux droites comptées double 
ment i» etj\ 



as • 



Par ce théorème on caractérise complètement la nature d» 
la correspondance cubique. 

(•) Voir F. Klein, Ueber die sogenannte nicht-euklidische Geometri 
(Math. Annalen, t. IV, p. 6oi). 
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4. Les formes géométriques qui se correspondent dans les 
deux espaces sont, conformément à la nature spéciale de la 
courbe fondamentale, d'un caractère particulièrement simple. 
Sans entrer dans de grands développements, remarquons que 
le faisceau de plans E' de 2', qui correspond à une droite g 
de 2, et la courbe gauche r^ de 2 qui est adjointe à une 
droite g^ de 2', sont déjà connus. 

Le faisceau E^ a été étudié par Halphen (*) et par Tauteur. 

En ce qui concerne la courbe r% elle est un cas particulier 
de la courbe du troisième ordre, sur laquelle M. Hurwitz a 
appelé dernièrement Tattenlion ('). Soient en effet ^q, g\^ g\ 
trois positions de g^ dans le mouvement inverse, la courbe r^ 
résultera de l'intersection de trois faisceaux congruents de 
plans dont les axes sont g'^, g\^ g'^. Elle est donc l'intersec- 
tion commune des trois hyperboloïdes orthogonaux engen- 
drés par les trois faisceaux pris deux à deux. Or sur chacun 
de ces hyperboloïdes se trouve une droite u qui est parallèle à 
l'axe du mouvement hélicoïdal et perpendiculaire sur une di- 
rection de sections circulaires. Dans le cas qui nous intéresse, 
les trois axes du mouvement hélicoïdal sont parallèles ; c'est 
pourquoi les trois hyberboloïdes ont une direction commune 
de sections circulaires, et dans chacun des plans de section les 
cercles se coupent en un point R de r% ainsi qu'aux points 
cycliques. La courbe r* est donc située sur un hyperboloïde 
de révolution dont l'axe est parallèle à l'axe du mouve- 
ment hélicoïdal; elle est, par suite, un cas particulier de la 
famille de courbes étudiée par M. Hurwitz. Son point réel à 
l'infini est le point à l'infini sur les axes du mouvement héli- 
coïdal. 

5. A un plan quelconque de 2 correspond en général dans 
l'espace 2' une surface du troisième ordre. En particulier, 
lorsque le plan est perpendiculaire à la direction de l'axe, il 
contient les points !« et J«. C'est pourquoi la surface du troi- 



( ») Sur le mouvement d*une droite {Bull, de la Soc, math, de France, 
t. I, p. ii4). 

(») Ueber eine besondere Raumcurve 3. Ordnung {Math Annalen, 
t. XXX, p. 291). 
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sième ordre se décompose alors en trois gerbes de plans; 
deux d'entre elles ont respectivement I« et J«, pour sommet. 
Nous désignerons par S' le sommet de la troisième gerbe et 
nous arrivons au résultat suivant : 

Les plans osculateurs aux trajectoires des points dan plan 
Y} perpendiculaire à la direction de V axe se coupent tous en un 
même point S'. 

La projection sur £ d'un point quelconque P de 2 décrit 
dans e la trajectoire correspondant au roulement de la courbe 

c sur c'. Soit maintenant {Jlg, 20) 

^. ^'^* ^°* W le point du plan n qui appar- 

Y\;^-^~p:A^.^^^ tient à la droite des inflexions w, 

s/\ la projection sur £ de Wo, Wi,W, 

'-Ov\* sera une droite. Le point Wo est 
^L donc un point du cercle des in- 
y^ j flexions de £, correspondant aux 
y trois positions £©, £1, £j. Mais, d'après 
^ des propriétés connues du mouve- 

ment plan, la droite qui renferme 
les trois positions considérées du point W de £ passe par un 
point déterminé du cercle des inflexions, le pôle des in- 
flexions S. De là il suit que la droite Wo WiWj rencontre la 
normale s élevée en S sur £. Donc : 

Le point S' où concourent les plans osculateurs tt' de tous les 
points Pdef) est le point d'intersection de la droite Wo Wi Wi 
avec la normale s au plan t menée par le pôle des inflexions S. 

6. La gerbe S' de plans tt' et les points P de m sont en situa- 
tion perspective en ce sens que tout plan tz' passe par le point 
P qui lui correspond. Mais la correspondance entre les deux 
formes n'est pas, et nous allons le faire voir, du premier 
ordre ; elle est quadratique. Pour simplifier l'exposition nous 
transporterons les dénominations de pôle des inflexions et de 
cercle des inflexions du plan £ au plan yî. 

Soit maintenant E' le faisceau de plans du troisième ordre 
de là auquel correspond une droite quelconque g de 2 (*)» 

(*) Mannheim a cru, pour le déplacement spécial qu'il considère, que le 
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tout point d'intersection de g avec une des droites w et 
A«, réduit d'une unité Tordre de E\ A une droite g quelconque 
située sur yj correspond donc un cône de deuxième classe 
dont le sommet est évidemment en S', et il s'ensuit effecti- 
vement que : 

La gerhe de plans S' et les points V de f] sont en correspon- 
dance quadratique. 

Les points principaux de yj sont W, J«o et I«. A chaque fais- 
ceau de plans de S' correspond donc sur yj un cercle. Mais 
pour tout plan tt' passant par s la projection sur s des 
points Pq, Pi, P2 qu'il contient est une droite ; donc au fais- 
ceau de plans dont Vaxe est s correspond le cercle des in- 
flexions de f\ ou £. En se basant sur ce résultat, il est facile de 
déterminer le cercle de r\ correspondant à un faisceau quel- 
conque de la gerbe S'. Il passe en effet par W, par le point 
A où Yî est coupé par l'axe du faisceau et enfin par le point L du 
cercle des inflexions qui est en même temps sur la droite SA. 

Les plans principaux de S' forment le trièdre déterminé 
par les droites S'W, S'I» et S'J«. L'unique face réelle est 
parallèle à yj. Elle correspond à tout point de la droite /t«o 
de Yî et nous le désignerons par a'. Le cône de la seconde 
classe qui correspond à une droite quelconque ^ de yî se ré- 
duit au cas où g passe par W à un faisceau de plans du pre- 
mier ordre. Soit encore L le point du cercle des inflexions 
qui est situé sur gy le plan V qui contient L et 5 est le plan 
correspondant au point L; Taxe a' du faisceau de plans qui 
correspond à g est donc la droite d'intersection de V et o-'. 

Les axes a' des faisceaux de plans correspondant à toutes 
les droites passant par ^ forment donc un faisceau de rayons 
égal à celui formé par les droites g. 

D'après cela, on peut facilement construire le plan tt' corres- 
pondant à un point quelconque de yj. Menez la droite PW, 
par son point d'intjersection L, avec le cercle des inflexions et 
par S menez également une droite; la parallèle à cette der- 

faisceau E' est un cône de deuxième classe. Il a démontré seulement 
que £* possède un cône asymptotique de deuxième classe. 
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nière qui passe par S' est Taxe du faisceau auquel appartient 
tt'. Le plan mené par cette droite et le point P est osculateur 
à la trajectoire de P (*). 

Pour faire une application, déterminons le cône x' qui cor- 
respond à une droite quelconque ^ [de yî. A cet effet imagi- 
nons la droite g projetée de W, et coupons ce faisceau de 
rayons par le cercle des inflexions de yî. Maintenant nous 
construisons le faisceau dont le centre est en S et dont les 
rayons coupent les précédents sur le cercle des inflexions. 
Soient /?w et/?, les rayons qui correspondent à un point P de 
g. Menons par S' le rayon />i parallèle à/?,, le plan déterminé 
par p's et P est le plan tt'. C'est pourquoi le faisceau de 
rayons engendré par p's nous donnera avec la ponctuelle^ 
qui lui est projective le cône demandé. Mentionnons encore 
ce fait, que les résultats précédents s'appliquent à chacun des 
deux systèmes de V espace, 

B. Les points qui présentent une propriété stationnaire. 

7. Lorsqu'un système se déplace d'une manière quelconque 
dans l'espace, il existe à chaque instant certains points qui 
décrivent des éléments de trajectoire dont les propriétés sont 
stationnaires. Les points i^o\iv\Q^(\\ié\s\9i tangente est station- 
naire, en faisant toujours abstraction des points à l'infini, 
forment la courbe des inflexions c' ; les points à plan oscula- 
teur stationnaire sont sur une surface du troisième ordre F', 
enfln, les points à axe de courbure et à sphère osculatrice 
stationnaires sont sur une courbe k^ et une surface F*. Il s'agit 
de voir comment se modifient ces surfaces et ces courbes dans 
le mouvement étudié ici; 

Nous avons déjà vu que la courbe des inflexions c^ se décom- 
pose en trois droites, dont l'une w qui est toujours réelle reste 
à distance finie, tandis que les deux autres sont rejelées à 
l'infini. Les droites w engendrent pendant la durée du mou- 
vement une surface que nous désignerons par tjj) et que nous 
nommerons la surface des inflexions. 

(*) Gomme conséquence des résultats précédents, il est facile d'établir 
les formules qui relient les points P aux plans 7c\ 
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Pour trouver les points à plan oscillateur stationnairey 
nous partirons de quatre positions du système, 2o, 2i, ^s, ^s* 
Le plan Pq Pi Pj qui correspond au point P sera désigné par 
tu' comme plus haut. Enfm désignons par %" le plan PiPjPa, 
nous chercherons pour quels points les plans tt' et iz" sont iden- 
tiques. Or, pour tous les points P de tq les plans tt' forment 
une gerbe dont le sommet est en S'; de même, les plans tz" 
formeront une gerbe ayant son sommet en S". 

Les points cherchés sont donc ceux pour lesquels les plans 
TT passent par S' et S''. Or, au faisceau de plans dont Taxe 
est S' S" correspond sur yî un cercle qui passe par le point 
d'intersection A de S'S^'avec m ainsi que par W© et V^, en dési- 
gnant par V le point pour lequel Vi,V2, V., sont en ligne 
droite (^). Désignons ce cercle par e, et passons au cas d'un 
déplacement continu. Nous aurons ce résultat : 

Les points dont les trajectoires ont des plans oscillateurs 
stationnaires forment à chaque instant un cylindre circu- 
laire^ qui est tangent à la surface des inflexions "^ le long de 
la droite instantanée des inflexions. Les plans osculateurs eux- 
mêmes forment un faisceau du premier ordre pour tous les 
points d^ une section normale au cylindre. 

Nous désignerons ce cylindre par C. Pour le mouvement 
plan du plan s sur lui-même, il existe à chaque instant un 
point dont la trajectoire possède un point d'ondulation; c'est 
le point où le cercle instantané des inflexions touche son enve- 
loppe. Il est clair que le cylindre C renferme une droite pas- 
sant par ce point. 

Considérons encore une cinquième position ^4, il existera 
encore un cylindre C^ correspondant aux quatre positions 
2i, £2, ^3, £4. Il contient la droite w qui a été mentionnée plus 
haut; son intersection avec C se compose donc en outre d'une 
droite /dont chaque point reste dans le même plan pour les 
cinq positions du système. Donc : 

// existe \à chaque instant une droite dont les points ont 



(*) Sur ce cercle se trouvent aussi les points T et U pour lesquels U„, U,^ 
U„ et T,, T„ T, sont en ligne droite. 
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avec les plans osculateurs de leurs trajectoires un contact du 
quatrième ordre. 

L'enveloppe de tous les cylindres circulaires C se décompose 
en deux surfaces cylindriques de significations géométriques 
différentes. 

Vune d'elles se compose des droites des infl^œions, Vauin 
contient les points dont la trajectoire a un contact du qua- 
trième ordre avec son plan osculateur, 

8. Pour étudier les points à cercle de courbure stationnaire 
ou à axe de courbure stationnaire^ nous considérerons encore 
trois positions quelconques Iq^ ^i» ^s* Au moment où le sys- 
tème occupe chacune de ces positions, chaque point a un plan 
normal déterminé; nous désignerons ces plans par tt^, tt^, ttî- 
Or nous savons que tous les points de 2 forment à chaque in- 
stant un système focal avec leurs plans normaux; c'est pour- 
quoi les plans normaux tt^, tt^, tt^ de tous les points de 1\ 
forment trois gerbes collinéaires, et trois plans correspon- 
dants qui se coupent suivant la même droite fournissent l'axe 
de courbure stationnaire d'un point P de ri. Or il existe six 
pareils groupes de trois plans, et six points de tq à axe sta- 
tionnaire. Dans le cas présent, trois sont à l'infini ; car les plans 
normaux de la droite à l'infini h^ de f\ forment un faisceau de 
plans dont Taxe h^ est l'axe instantané du déplacement; c'est 
pourquoi les axes A^, h\. h\ sont parallèles. Donc il ne reste 
que trois points de l'espèce considérée situés à distance finie 
et : 

En général, il existe à chaque instant trois droites situées à 
distance finie, dont les points possèdent un axe de courbure 
stationnaire. 

Nous désignerons ces droites par k, /, m. 

Soient maintenant ^o>2i,2„ ia quatre positions du système; 
les points P dont les plans normaux tt^J, tt^, tt^, tt^ se coupent 
au même point seront, pour des positions infiniment voisines 
du système, des points à sphère osculatrice stationnaire. 

Si g est une droite quelconque de m, et que ^o> ^i> S^vë) 
soient les axes des faisceaux correspondants de plans nor- 
maux, il existe, comme on sait, quatre points de g dont les 



j 
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quatre plans normaux se coupent en un même point. Parmi 
eux se trouve toujours le point à Tinfîni de gy car ses quatre 
plans normaux sont tous parallèles à la direction de Taxe. Les 
points I« et J» satisfont aussi à la condition. Donc : 

Les points dont la trajectoire a une sphère osculatrice sta- 
tionnaire forment à chaque instant une surface cylindrique 
du troisième ordre 2>C' qui contient les droites i» etj^. 

Sur cette surface se trouvent aussi les droites k, l, m ainsi 
que la droite/. Ces quatre droites forment avec i» et y» Tin- 
tersection complète de S)C* et de C. Enfin, les droites /tj, /,, /w, 
sont aussi sur X'. 

Ajoutons aux quatre positions une cinquième 2*, nous 
obtiendrons une seconde surface ^\ ; elle coupe ^' suivant 
neuf droites, parmi lesquelles se trouvent i^^^j» ainsi que k^, 
II, m^. 

Les quatre autres droites d'intersection fournissent des 
points dont la trajectoire a un contact du cinquième ordre 
avec sa sphère osculatrice. Donc : 

A chaque instant il existe, en général^ quatre droites lieu 
des points dont les trajectoires ont avec leur sphère oscula- 
trice un contact du cinquième ordre. 

L'enveloppe des surfaces DC* se décompose en deux surfaces 
cylindriques, U une contient les points pour lesquels la sphère 
osculatrice à la trajectoire a un contact du cinquième ordre 
avec cette courbe^ Vautre se compose des points à cercle de 
courbure stationnaire, 

9. Des théorèmes précédents on peut, d'une manière que 
Ton connaît, déduire une série de conséquences pour le mou- 
vement inverse du système 2', et tous ces résultats s'appli- 
quent indistinctement au mouvement direct et au mouvement 
inverse. Les surfaces et les courbes ainsi mises en évidence 
ont entre elles, comme Ta fait voir l'auteur (*), des relations 
réciproques simples. 

Nous allons maintenant faire ressortir d'une manière plus 

(*) Comptes rendus, t. CI, p. i5o. 



"^ 



ao6 



CHAPITRE III. 



détaillée Tanalogie dont nous avons parlé et qui existe entre 
les théorèmes précédents et ceux relatifs au mouvement plan. 



MOUVEMENT PLAN. 

La courbe pokure est le lieu 
des centres instantanés C. 

// existe un cercle des inflexions 
qui contient un point d'ondula- 
tion U. 



L'enveloppe des cercles des in- 
flexions se décompose en courbe 
polaire c et lieu des points U. 

Les tangentes d'inflexion for- 
ment un faisceau du premier ordre. 

Les droites qui touchent leurs en- 
veloppes en des points de rebrous- 
sement forment un faisceau de 
rayons. 

Les points à cercle de courbure 
stationnaire forment une courbe k^ 
qui contient les points cjr cliques. 



MOUVEMENT DANS L'SSPAGE 
LES SURFACES 
DBS AXES ÉTANT CYLINDRIQUES. 

La surface cylindrique ^ estk 
lieu des droites des inflexions (v. 

Sur le cylindre circulaire C se 
trouve la droite f^ lieu des points 
pour lesquels le contact, entre la 
trajectoire et son plan osculateur, 
est du quatrième ordre. 

L'enveloppe de tous les cylin- 
dres C se compose de la surface"^ 
et du lieu des droites f 

Les plans osculaieurs station- 
naires forment un faisceau du pre- 
mier ordre. 

Les plans qui touchent km 
enveloppes suivant des plans de 
rebrous sèment forment un faiscem 
de plans. 

Les points à sphère osculatnce 
stationnaire forment une surface 
cylindrique X^ qui passe parles 
points circulaires à l'infini sur une 
direction perpendiculaire à l'axe. 



G. Le déplacement particulier ou chaque point de l'espace 

DÉCRIT UNE ellipse. 

10. Lorsque trois points A, B, C d'un plan yî perpendicu- 
laire à la direction de Taxe ont la propriété de se mouvoir 
dans des plans .a', j3', y' qui ne passent pas par la même 
droite, la même chose aura lieu pour tous les point§. Car 
soient encore 2o> ^j, ^s, £3 quatre positions du système, les 
points que nous avons désignés plus haut (7) par S' et S' 
devront tous les deux se confondre avec le point d'intersec- 
tion des trois plans a', j3', y'. Or le plan PoPiPj passe par 
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S' et Pi, P2, P3 par S". Donc les deux plans sont identiques et 
il s'ensuit que : 

Si un triangle se meut parallèlement à son plan, de telle 
façon que ses trois sommets restent sur trois plans fixes, 
tout point invariablement lié au triangle se meut dans un 
plan, 

A cause de la correspondance quadratique qui existe entre 
les plans tz' et les points P, le point W sera un point fixe de y) ; 
chaque point de la droite w décrit donc une droite. De 
plus {fig, 20), au faisceau de plans dont Taxe s est perpendi- 
culaire sur Yî doit correspondre un cercle ^we de yî qui pas- 
sera toujours par S et W. Ce cercle c est le cercle des in- 
flexions de £. Si donc L est un point quelconque de ce cercle, 
«on plan X' est perpendiculaire sur yî, et la trajectoire de L dans 
g est une droite passant par S. Le mouvement du plan e sur 
lui-même, mouvement qui est connexe au mouvement dans 
Tespace, est donc défini par ce fait que tout point L du cercle 
€ se meut sur une droite passant par S. Ce déplacement est 
donc identique avec celui où tout point P décrit une ellipse 
E^.Et en ce qui concerne le déplacement dans Fespace, chaque 
point P décrit Tellipse suivant laquelle le plan tt' coupe le 
cylindre elliptique dont la base est E^,. Donc : 

Si un triangle se déplace de telle façon que ses sommets se 
m,euvent sur trois plans fixes, tout point invariablement lié 
au triangle décrit une ellipse; pour tous les points d*une 
droite w perpendiculaire sur e, les ellipses se transforment en 
droites. 

Dans le mouvement du plan e sur lui-même, le cercle c est 
la roulette; la base de la roulette est un cercle c' de rayon 
•double, sur lequel c roule intérieurement. 

D'ailleurs S est le centre de ce cercle. 

Donc : 

Si un système 2 doit se déplacer de telle façon que chaque 
point décrive une courbe plane, cela ne peut avoir lieu qu^à 
condition qu'un cylindre circulaire €de It roule à V intérieur 
d^un cylindre circulaire de rayon double, et glisse en même 
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temps le long de celui-ci^ de telle sorte qu'un point de 2 reste 
dans un plan fixe (*). 

11. Il est intéressant de rechercher ce que deviennent dans 
le mouvement étudié les surfaces et les courbes lieux des 
points à éléments stationnaires. Il est d'abord évident que 
tous les points satisfont à la condition imposée aux points de 
la surface C ; il ne peut donc s'agir que de points à cercle de 
courbure stationnaire. Ce sont ceux qui passent à TiDStant 
considéré par un sommet de leur ellipse trajectoire; en d'au- 
tres termes, il s'agira donc de chercher à chaque instant le 
lieu des extrémités des axes de ces ellipses. On voit immédia- 
tement que tout plan £ doit contenir une infinité de ces 



(*) L'énoncé de ce théorème suppose connu ce résultat dû à M. Dar- 
bouxy à savoir que le seul mouvement dans lequel toutes les trajectoires 
des plans sont planes est celui où tous les points décrivent des ellipses. 

Voici la démonstration de M. Darboux. 

On peut supposer qu'un certain nombre de plans de l'espace seulement 
sont décrits par les points mobiles. Ce cas se ramène à un déplacement de 
la figure parallèlement à un plan fixe. 

Ou bien tous les plans sont décrits par les points mobiles. 

Alors, dans le mouvement inverse, tous les plans passent par des points 
fixes. 

Soient deux plans parallèles de la figure mobile ic et F,; pendant le dé- 
placement, ils seront toujours à la même distance l'un de l'autre, et comme 
chacun d'eux pivote autour d'un point fixe, le premier sera tangent à une 
sphère dont le centre est le point fixe par lequel passe le second. 

On peut donc énoncer ce théorème : 

Si une figure de V espace peut se déplacer de manière que tous ses 
plans passent par des points fixes, ces plans envelopperont des cônes de 
révolution. 

Et comme la classe de l'enveloppe des plans dans le mouvement inverse 
est égale à l'ordre des trajectoires des points dans le mouvement direct, 
nous pourrons ajouter : 

Si une figure de l'espace peut se déplacer de manière que les trajec- 
toires de tous les points soient planes, ces trajectoires sont des coniques. 

Resterait à montrer que le mouvement le plus général où tous les points 
décrivent des coniques est bien celui qui a été étudié. Pour la démonstra- 
tion voir le Mémoire déjà cité de M. Mannheim (Journal de VÉcole Po- 
lytechnique, Cahier LX). 
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points, tandis que dans le cas général s n'en contient que trois. 
Considérons trois positions du système, ^o, 2i,2s. Pour 
une droite quelconque g située dans le plan g, les plans nor- 
maux instantanés forment les trois faisceaux projectifs gl, g\, 
gl. Les faisceaux gl et g\ d'une part, g\ et g\ de Taulre, en- 
gendrent deux hyperboloïdes, et dans le cas particulier qui 
nous occupe, les génératrices de ces surfaces sont parallèles 
deux à deux, car les génératrices correspondant à un point P 
de g sont toutes les deux perpendiculaires sur le plan tt'. 
Les deux systèmes réglés ainsi déterminés sont projectifs et 
rencontrent tous deux la droite g'i ; donc il existe à chaque 
instant sur ^deux points à axe de courbure stationnaire. 
Comme les points cycliques I» et J«, sont à considérer comme 
des points à axe de courbure stationnaire, tous ces points 
forment un cercle qui passe par W. 

Donc les points qui passent par un sommet de leur ellipse 
trajectoire sont à chaque instant sur un cylindre circulaire 
qui contient la droite w. 

12. Il nous reste à faire voir comment on peut, étant donné 
le déplacement du triangle, construire à chaque instant Taxe 
du déplacement et les autres 
éléments déterminants du 
mouvement. 

Soient (Jig. 21) A,B, C les 
sommets du triangle, a', (3', 
/ les plans correspondants ; 
soient S' le point d'intersec- 
tion de ces plans et S sa projec- 
tion sur le plan du triangle £. 
Les arêtes du tétraèdre déter- 
miné par a', ^',y' seront dési- 
gnées par «, by c. Enfin Aj, Bj, 
Cl seront leurs points d'inter- 
section avec Y], de sorte que Ai Bi Ci est circonscrit au triangle 
ABC. 

Or, au faisceau de plans dont l'axe est a, il correspond, 
comme nous l'avons vu plus haut, le cercle ka qui passe par 
Al, B, C, et sur ce cercle se trouve W. 

S. i4 
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De là il suit que : 

Les trois cercles ka, kb, kc guipassent par Aj, B, C; Bi, C, A; 
et Cl, A, B se coupent au point W. 

Pour le plan v du faisceau passant par a, qui est normal au 
plan Yî , le point N correspondant est sur le cercle des inflexions; 
d'autre part, c'est le point d'intersection du cercle ka avec 
SAi- Donc : Les points Na, N^, N^ ou les cercles kay k^, kg sont 
coupés par SAi, SBi, SCj sont sur un même cercle açecW et^; 
ce cercle est la courbe polaire du plan iQ (* ). 

Le point S est le p61e des inflexions du mouvement plan; 
donc l'autre extrémité du diamètre de cqui passe par ce point 
est le centre instantané du mouvement plan. En même temps 
S est le centre de la base de la roulette. Enfln on remarquera 
que, en même temps que le cercle c, on a déterminé le plan z' 
correspondant à tout point P de e. 

13. Si l'on veut étudier plus complètement le mouvement 
précédent, il sera avantageux d'adopter la marche suivante. 

Comme on peut se donner 
^'^* ^^* arbitrairement le plan tu? cor- 

respondant à un point P* de I, 
on choisira de préféreiice un 
point particulier, tel ijuele 
centre M du cercle c.fJelui-ci 
décrit sur le plan e inn cercle 
don t le centre est en Sj{fig. 22). 
Nous considérerons. ■ en outre 
comme position iLnitiale du 
système 1 celle po^r laquelle 
M passe par le poîlf*ït le plus 
bas de sa trajectoirci. La nor- 
male m élevée en M sur SM sera la droite d'interse«fclion du 
plan fx' avec le plan e ou m et MS sera la projection ànv edu 
grand axe de l'ellipse E;„ décrite par^. Le point W se con- 
fond pour cette position avec le centre de rotation, de sorte 
que S, M, W sont en ligne droite. 




(*) En ce qui concerne l'énoncé purement géométrique du théorème, on 
remarquera que S est un point quelconque. 
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De plus, on voit que le cylindre € occupera aussi sa posi- 
tion la plus basse, et qu'une fois qu'il aura accompli une ré- 
volution complète sur €', il sera arrivé à sa position la plus 
élevée, et que toutes les particularités du mouvement se pré- 
sentent d'une façon symétrique pendant les deux phases qui 
correspondent à la montée et à la descente. 

On déduit facilement de cela qu'il existe sur la droite MS 
un point dont la trajectoire est un cercle; car, pour tous les 
points de cette droite, les axés des ellipses trajectoires sont 
l'un perpendiculaire à MS, tandis que l'autre est dans le plan 
normal passant par MS. Les axes de l'ellipse décrite par P 
pendant le mouvement plan dans s sont 

« = SP et b=zOr. 

Désignons par 9 l'angle de tt' avec e, il s'ensuit 

ai==SP:cos9 et 64= OP, 

pour les axes de l'ellipse décrite dans le mouvement de l'espace. 
Si donc pour le point K on a 

SK = OK cos k, 

le point K décrira un cercle. Mais l'équation 

SK tang ^ = SM tang fx 
donne 

k 
cot - = 2 col u = cot S' OS. 

2 ^ 

Suivant que 2cot.fjL^ i ouS'S < 2a, en désignant par 3ale 
diamètre du cercle c, K se trouvera entre M et S ou de l'autre 
côté de S, et lorsque en particulier 2cotfjL=: i, S lui-même 
décrira un cercle. Dans ce cas, le cercle est dans un plan 
perpendiculaire sur WS et sur le plan du Tableau. 

Il est facile de voir que K est le seul point de m qui décrit 
un cercle. Le point K est toujours sur le cercle considéré en 
11, et qui est le lieu des sommets des ellipses trajectoires. 
Comme ce cercle contient W, il suffira d'un seul point pour 
le déterminer. Ce qu'il y a de plus simple, c'est de chercher 
le «point d'intersection différent de W avec le cercle des in- 
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flexions. Soient 6 l'angle dont on a tourné la roulette c, et), 
l'angle différent de qu'un point L de ce cercle fait avec la 
position origine de LW, on a 

. , ^ zi = (2 cota)-, 

sin(2A — 0) ^ '^^ 
ce qui détermine un troisième point du cercle. 

14. Enfin, nous caractériserons analytiquement la corres- 
pondance cubique spéciale qui lie les points P aux plans ti'. 
Soit l'origine de coordonnées rectangulaires, prenons l'axe 
du déplacement pour axe des z, la normale à la courbe po- 
laire pour axe des j. Désignons les coordonnées-points homo- 
gènes par XjYy'z, t; par w, r, «% r les coordonnées-plans. On 
a les formules suivantes : 

ar — h{x*-\-y') t-h^i^'-hy^-^ 2dyt); 

h désigne la longueur SS' et 2 c/ le diamètre du cercle c. 
De là on tire 

pjF = 2 uw (Aiv — dç ), 
py=z2çw (hw — dv ), 

pt = w(u^-\- (;2). 

D'après cela, la courbe fondamentale de l'espace 1 se décom- 
pose de la manière qui a été indiquée, en quatre droites; 
tandis que la courbe fondamentale de l'espace 2' se compose 
des six droites 

wz=:o, hw — dv — /■ == 0, 

^v := o, a H- iV =10, 

{v=io, u — iv =0, 

hw — <i(^ m o, u-h iv = o, 

hw — (fp =: o, u— iç z=z o. 
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NOTE A. 

SUR LA. CONSTRUCTION DU CENTRE DE COURBURE DE LA TRAJECTOIRE 

d'un point MOBILE. 

Dans un Mémoire inséré aux Annales de V École Normale 
(décembre 1886), M. le général Dewulf a indiqué une con- 
struction très générale pour le centre de courbure de la tra- 
jectoire d'un point mobile. 

Cette construction et les conséquences qui en découlent 
dérivent des considérations suivantes : 

Nous avons vu que, si l'on désigne par M et M' un point et 
le centre de courbure de sa trajectoire, le centre instantané 
étant en 0, on a pour un rayon normal quelconque la relation 



+ j^=-=- =const., 



OM ' OM' 

en tenant compte des conventions faites sur les signes. 

Ceci posé, considérons un rayon normal /^ et le point W 
de ce rayon situé sur le cercle des inflexions du mouvement 
indirect w'. 

Traçons par une droite quelconque xy que nous considé- 
rerons comme une ligne de terre, et menons par un point S, 
pris arbitrairement sur la verticale du point 0, un plan hori- 
zontal. Projetons le point M de /;„ en m sur ce plan, puis le 
point W en Wj sur la ligne de terre. Menons SW'i et Om : 
ces droites se coupent en m' qui se projette en M' sur OM. 

Lorsque le point M se déplace sur Ifn^ la ponctuelle engen- 
drée par m est en situation perspective avec la ponctuelle (M). 
Par suite, la ponctuelle {m') située sur SWi sera projective à 
la ponctuelle (M), ainsi que la ponctuelle (M') qui est per- 
spective à (m). 

De plus, par celte construction, au point à l'infini sur /„, 
correspondra le point W, et les points unis des deux ponc- 
tuelles projectives sont réunis en 0. De ces dernières re- 
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marques, il résulte que le point M', que nous obtenons ainsi, 
n'est autre que celui que fournirait la relation 



OM "^ OM' "" OW' 

où M et M' désignent un point et le centre de courbure de sa 
trajectoire. 
Nous énoncerons donc le théorème suivant : 

Le lieu géométrique des points W qui correspond aux points 
M d'une courbe F/„ est la projection horizontale de la courbe 
d'intersection de deux cônes : l'un de ces cônes a pour sommet 
le point S pris arbitrairement sur la verticale du centre in- 
stantané, et pour base le cercle des inflexions du mouvement 
indirect w', l'autre a pour sommet le centre instantané, et pour 
base la projection de la courbe F,„5wr le plan horizontal pas- 
sant par S. 

Il est en effet bien facile de reconnaître sur la figure que les 
constructions qui ont été faites pour obtenir le point M' ne 
sont autres que celles que Ton ferait pour chercher un point 
de l'intersection des deux cônes, situé dans le plan vertical 

SOlnt^ 

De ce qui vient d'être dit on conclut immédiatement que, si 
la courbe F^^ est algébrique et de l'ordre m, le lieu du point 
M' sera de l'ordre 2/w. 

Poursuivons plus complètement l'élude de cette courbe: 
nous obtiendrons des points de la courbe d'intersection des 
cônes qui se projettent horizontalement en 0, en coupant les 
deux surfaces par un plan vertical perpendiculaire au plan 
vertical de projection. En construisant les traces horizontales 
des plans tangents, on voit que chaque branche de courbe 
passant par est tangente en à la tangente 0^ à la courbe 
polaire. 

Le nombre de ces branches est d'ailleurs égal à m. 

On a vu dans le cours de cet Ouvrage que, si l'on applique 
ces propositions à une droite, la conique résultante est non 
seulement tangente à 0/, mais qu'elle a le cercle ^p' pour 
cercle osculateur. 
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Nous allons voir que cette propriété est générale. En effet, 

on a 

1 I I 

d'où 

OM'.OW 



OM'-OW'= 



OM 



Lorsque le rayon normal se rapproche indéfiniment de la 
tangente à la courbe polaire, le produit OM'.OW est infini- 
ment petit du second ordre^ OM restant fini dans le cas géné- 
ral. Donc OM'-— OW est aussi infiniment petit du second 
ordre, c'est-à-dire que le lieu du point M' admet le cercle w' 
pour cercle osculateur en 0. 

Jl s'ensuit de tout ceci que : 

Le lieu géométrique des centres de courbure des trajectoires 
des points d'une courbe Y m de l'ordre m qui ne passe pas par 
le centre instantané* est une courbe de l'ordre ini ayant trois 
points multiples de V ordre m situés sur la circonférence des 
inflexions du m,ouvement inverse w', et infiniment voisins du 
centre instantané de rotation, ou, en d'autres termes, ayant 
m branches qui passent au centre instantané, ou chacune 
d'elles est osculée par la circonférence w'. 

Ce théorème peut d'ailleurs se déduire aussi de ce fait que 
les points M et M' sont, d'après ce qui a été vu à la page 21, 
en correspondance quadratique, les trois points principaux 
étant confondus en 0. 

Lorsque la courbe F;;^ passe au centre instantané de rota- 
tion, la théorie de la correspondance quadratique reste appli- 
cable. 

Revenons à la conique lieu des centres de courbure des 
points d'une droite. L'existence de cette courbe a été montrée 
en i853 par M. Rivais. Le général Dewulf a proposé de la dé- 
signer sous le nom de conique de Rivais. 

Pour la déterminer plus complètement, nous prendrons la 
ligne de terre xy perpendiculaire à la droite g dont dérive 
la conique {fig. 28). 

Nous désignerons par G' la projection verticale de la droite 
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qui nous sert avec le point à définir le plan sécant du cône S. 
La conique de Rivais passe en et par le point W^ situé sur 
la parallèle à g menée par 0. Il nous est facile d'obtenir le 
diamètre des cordes de cette direction; car aux extrémités de 
ce diamètre les tangentes sont parallèles à g. 




Nous n'avons donc qu'à construire les points A et B situés 
dans les plans verticaux dont les traces horizontales sont OD 
et OE. Mais on observera que l'on peut avoir immédiatemeni 
ces points, car la trace verticale du diamètre AB étant en G', 
elle se projette horizontalement au point d'intersection de^ 
et de la ligne de terre. Soit G'< ce point, il nous suffira de le 
joindre au milieu w de OW^ pour avoir le diamètre conjugué 
des cordes parallèles à g. Les points A et B, extrémités de ce 
diamètre, sont sur OD et OE, le diamètre ED étant parallèle 
à xy. 

Le centre C de la conique de Rivais est au milieu de AB. 

Nous voyons que, lorsque la droite g se déplace en restant 
parallèle à elle-même, le diamètre AB pivote autour du point 
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co; les extrémités étant toujours sur les droites OD, OE, on a 
le théorème suivant : 

Le lieu géométrique des centres des coniques de Rivais qui 
correspondent à un système de droites parallèles est une hy- 
perbole équilatèredont les asymptotes sont parallèles à OD et 
OE. 

Cette hyperbole passe par le centre instantané et par le 
centre du cercle w'. 

On obtient les points à l'infini de la conique de Rivais en 
traçant les rayons normaux qui joignent au centre instantané 
les points d'intersection de la droite g avec le cercle des in- 
llexions w\ Ces rayons normaux nous donnent donc la di- 
rection des asymptotes. Leurs bissectrices sont parallèles aux 
axes. Mais il est facile de s'assurer que ces bissectrices coïn- 
cident avec OD et OE. Donc : 

Les axes des coniques de Rivais qui correspondent à un sys- 
tème de droites parallèles sont tous parallèles entre eux et 
aux asymptotes de V hyperbole j lieu géométrique de leurs 
centres. 

De la construction qui a été donnée pour la conique de Ri- 
vais résulte encore une démonstration simple de ce fait que 
la conique et le cercle w' sont des courbes homologiques. 

Joignons en effet deux points A et B de la conique de Ri- 
vais d'une droite g au point 0. OA et OB coupent le cercle w' 
en Al et Bi. Désignons par A' et B' les points de l'intersec- 
tion du plan sécant O^i et du cône S dont A et B sont les 
projections. Les droites AB et A'B' se coupent sur la trace 
horizontale du plan. Il en est de même pour A'B' et A/Bj. 
Donc les droites AB et AjBi concourent aussi sur cette 
droite. Par suite : 

La conique de Rivais d'une droite g et le cercle des in- 
flexions du mouvement inverse sont des courbes homologiques. 

Le centre d'homologie est le centre instantané de rotation 
et Vaxe d'homologie est la parallèle à la droite g menée par 
le centre instantané de rotation. 
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NOTE B. 

SUR LE DÉPLACEMENT d'uNE DROITE DONT TOUS LES POINTS 

DÉCRIVENT DES SPHÈRES. 

On a étudié, Chap. III (XIII, 7), un mode de déplacement 
d'une droite où tous les points décrivent des ellipsoïdes. Le 
déplacement était déterminé parla condition que trois points 
de la droite se déplacent dans des plans. 

Considérons maintenant le cas où trois points d'une droite 
seraient assujettis à décrire des sphères dont les centres se- 
raient en ligne droite. 

Soient donc E, F, G trois points d'une droite / invariable- 
ment liés à trois points E', F', G' en ligne droite sur /'. 

Les normales aux trajectoires de E, F, G passent respec- 
tivement par E', F', G'. 

La conjuguée de / est une génératrice de rhyperboloïde 
que déterminent ces trois droites. La normale à la trajectoire 
d'un point L de / rencontre donc cette génératrice y et est 
située dans le plan déterminé par y et L. Or ce plan ren- 
contre la droite /' en un point L' qui est fixe. 

Car LL', étant située sur rhyperboloïde, le rapport anhar- 
monique (E'F'G'L') = (EFGL). Il s'ensuit donc que LL' est 
de longueur constante, et que L décrit une sphère. 

Il peut arriver que, pour un pointM, M' soit à l'infini. Alors 

MM' est parallèle à /'; le point M décrit un plan. 
Ce déplacement a été étudié par M. Darboux. 
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NOTIONS GÉOMÉTRIQUES 



SUR LES 



COMPLEXES ET LES CONGRUENCES 



DE DROITES ; 
Par G. FOURET. 



AVANT-PROPOS. 



C'est, comme on le sait, dans l'étude de la statique et de 
la cinématique des solides invariables que MôbiusetChasles 
ont, pour la première fois, découvert et signalé les propriétés 
importantes des complexe et congruence linéaires et du com- 
plexe tétraédral (*). Il y avait intérêt à édifier ces théories 
sur une base plus large, en leur restituant leur caractère 
géométrique abstrait. C'est là le but que se sont proposé et 
ont réalisé Plûcker et les nombreux géomètres qui l'ont suivi 
dans cette voie. C'est au même point de vue que nous essayons 
ici de présenter, en quelques pages, les premiers éléments 
d'une théorie qui occupe peu de place dans les traités didac- 



(•) Le complexe tétraédral n'apparait dans ces recherches que sous une 
forme particulière. C'est M. Reye qui, plus tard, l'a étudié le premier sous 
sa forme la plus générale. 
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tiques publiés dans notre pays. Nous nous sommes efforcé 
(l'unir la simplicité à la rigueur, en faisant usage des prin- 
cipes et des procédés les plus généraux de la Géométrie mo- 
derne (*), qui, on le reconnaît aujourd'hui, sont à l'abri de 
toute critique, lorsqu'on leur donne l'Algèbre pour base. Il 
nous a paru intéressant d'exposer, dans le même esprit, les 
notions fondamentales relatives aux lignes ou surfaces focales 
des congruences et aux surfaces des singularités des com- 
plexes. Enfin nous avons cru devoir donner le mode de géné- 
ration le plus simple des congruences du premier ordre et de 
classe quelconque. 

Le présent opuscule n'était pas encore entièrement rédigé, 
lorsqu'à paru en Allemagne un Ouvrage conçu dans le même 
esprit, mais d'une importance considérable ('). Nous nous 
sommes imposé néanmoins de ne lui faire aucun emprunt, 
pour maintenir cette étude, avec son originalité propre, dans 
le cadre que nous nous étions tracé. 



INTRODUCTION. 



1. Imaginons l'ensemble des droites de l'espace qui obéis- 
sent à une même loi bien déterminée, de telle sorte que 
celles de ces droites qui passent par un même point, d'ailleurs 
arbitraire, forment un cône. Nous considérerons une pareille 
loi comme une condition simple et nous donnerons le nom 
de complexe à Tensemble des droites qui y satisfont- 

Tout cône, formé par celles de ces droites qui passent par 



(*) On les trouvera exposés notamment dans le Traité de Géométrie àt 
MM. Rouché et de Comberousse. 

( » ) Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in 
synthetischer Behandlungj von D' Rudolf Sturm. 
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un même point quelconque, sera appelé cône du complexe. 
Lorsque les cônes d'un complexe seront algébriques, le com- 
plexe sera lui-même algébrique et d'un ordre marqué par le 
degré de ces cônes. 

2. Les droites d'un complexe situées dans un même plan 
enveloppent une certaine courbe, dite courbe du complexe. 
Il est facile de voir que ces courbes seront algébriques, lorsque 
le complexe sera lui-même algébrique et qu'en pareil cas leur 
classe sera égale à l'ordre du complexe. En effet, les tan- 
gentes à une telle courbe, issues d'un point quelconque de 
son plan, sont à l'intersection du plan avec le cône du com- 
plexe qui a ce point pour sommet. Le nombre de ces tangentes, 
c'est-à-dire la classe de la courbe, est donc égal au degré du 
cône et, par conséquent, à l'ordre du complexe. 

3. Les droites de l'espace, qui obéissent à une même loi 
équivalant à deux conditions simples bien déterminées, for- 
ment une congruence. Ces droites sont communes aux deux 
complexes définis respectivement par les deux conditions. 
Lorsque les deux complexes sont algébriques, la congruence 
Test également. 

Le nombre des droites d'une congruence algébrique qui 
passent par un point quelconque est Vordre de cette con- 
gruence. Ces droites sont données par l'intersection des cônes 
des deux complexes qui ont ce point pour sommet commun. 
Désignons par m et m' les ordres respectifs des deux com- 
plexes. D'après le théorème de Bézout, le nombre des géné- 
ratrices communes aux deux cônes, dont les degrés sont m 
et m'y est mm'. Tel sera généralement l'ordre de la congruence. 
Mais il arrivera souvent aussi qu'une ou plusieurs des géné- 
ratrices communes aux deux cônes devront être écartées, 
comme n'obéissant pas fidèlement à la loi imposée aux droi- 
tes de la congruence (*). L'ordre de cette congruence sera 
alors inférieur à mm' d'une ou de plusieurs unités. 



(*) Un fait analogue se présente, comme on le sait, pour une courbe 
gauche qui n'est pas l'intersection complète de deux surfaces. 
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4. Le nombre des droites d'une congruence contenues dans 
un plan arbitraire est la classe de cette congruence. Ces 
droites sont les tangentes communes aux courbes des deai 
complexes situées dans le plan. Le nombre de ces tangentes 
communes, en vertu du théorème de Bézoul, est au plus 
égal à mm\ Telle sera, dans bien des cas, la classe de la con- 
gruence. Mais souvent aussi ce nombre subira une réduction, 
soit parce que les tangentes communes aux deux courbes, à dis- 
tance finie, seront en nombre inférieur à mm' y soit parce que 
certaines de ces tangentes communes ne satisferont pas exac- 
tement à la loi qui définit la congruence. 



Fig. I. 



5. L'ensemble des droites de l'espace, régies par une même 
loi équivalant à trois conditions simples, forme une sém 
continue de droites^ c'est-à-dire, en général, une surface 
réglée. C'est ce qu'il est facile de voir. Désignons, à cet effet, 
par C, €'y €" les trois conditions simples et appelons G, la 
congruence définie par les conditions € et C, Gj la con- 
gruence définie par les conditions 
€ et C". Considérons, dans un plan 
m pris arbitrairement, une série 
continue de droites parallèles et 
soit A Tune de ces droites (Ji^. i). 
Par chaque point a de A passent 
un certain nombre de droites telles 
que aa^y appartenant à la con- 
gruence Gi et un certain nombre 
de droites telles que aa^, apparte- 
nant à la congruence Gj. Les traces 
respectives «i et a^ de ces droites 
sur un même plan arbitraire 9 dé- 
crivent des courbes distinctes Aj et 
Aj. Ces courbes se coupent en un 
certain nombre de points tels que v, qui sont les traces sur 
le plan 9 de droites telles que uç, rencontrant A et com- 
munes aux congruences G,, Gj, c'est-à-dire satisfaisant aux 
trois conditions C, €', €\ Lorsque la droite A se meut dans 
le plan xn parallèlement à elle-même, les points tels que u 
décrivent une ligne U et les droites telles que m(^, qui se dé- 
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placent d'une manière continue en s'appuyant sur U, engen- 
drent une surface réglée. 

Dans certains cas exceptionnels, il pourra arriver que les 
points tels que v décrivent une ou plusieurs droites dans le 
plan 9, de telle manière que les droites uv se meuvent res- 
pectivement dans un ou plusieurs plans. La série réglée se 
composera alors des tangentes à une ou plusieurs courbes 
planes. 

6. Les surfaces réglées algébriques se distinguent parleur 
degrés c'est-à-dire par le nombre de leurs points de rencontre 
avec une droite quelconque. On voit immédiatement, dans le 
cas d'une surface gauche, que ce nombre est égal à celui des 
plans tangents menés par une droite quelconque à une pa- 
reille surface, c'est-à-dire égal à la classe de cette surface. En 
effet, chacun des plans tangents menés par une droite quel- 
conque D à une surface gauche c contient la génératrice de 
la surface qui passe par son point de contact avec le plan. La 
droite D rencontre, par suite, cette génératrice en un point 
qui appartient à o-. Inversement, partout point d'intersection 
de D avec o- passe une génératrice de cette surface et le plan 
qui passe par celte génératrice et par D est tangent à o". Donc 
les plans tangents menés par D à la surface o- sont bien en 
même nombre que les points d'intersection de D avec cette 
surface. 

7. Les droites de l'espace, régies par une même loi équi- 
valant à quatre conditions simples, forment un groupe de 
droites isolées, dont le nombre peut d'ailleurs être limité ou 
illimité. En effet, les droites qui satisfont à trois des condi- 
tions forment une surface ou une série réglée et il est bien 
clair que, parmi ces droites se succédant d'une manière con- 
tinue, il y en aura une ou plusieurs qui satisferont à la qua- 
trième condition. 

Ainsi, en résumé, une droite engendre un complexe^ une 
congruence ou une série réglée suivant que la loi de son 
déplacement équivaut à une, deux ou trois conditions sim- 
ples. Une droite assujettie à une loi qui vaut quatre con- 
ditions simples occupe dans l'espace une ou plusieurs po- 
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sitions déterminées et donne naissance à un groupe de 
droites. 

8. Donnons quelques exemples de conditions simples. C'est 
pour une droite une condition simple de renconlrer[une droite 
ou une courbe, d'être parallèle à un plan ou à une des géné- 
ratrices rectilignes d'un cône, de faire un angle déterminé 
avec un plan ou avec une droite. Les droites, passant par un 
point quelconque et satisfaisant à une loi de ce genre, for- 
ment en effet un cône (n<» 1). 

On soumet une droite à une condition double^ c'esl-à-dire 
équivalente à deux conditions simples, en rassujettissanl 
à passer par un point, à rencontrer une courbe en deux points, 
à être doublement tangente à une surface, à être normale à 
une droite, à une courbe ou à une surface; car les droites, 
passant par un point quelconque et obéissant à une loi de celle 
nature, sont en nombre limité (*) (n« 3). 

On impose à une droite une condition triple en Tassujel- 
tissant à rencontrer une courbe en trois points, à être tangente, 
normale principale ou binormale d'une certaine courbe, à 
être triplement tangente à une certaine surface; car il existe 
une série continue de droites satisfaisant à une pareille défi- 
nition (n® 5). 

Il est clair, enfin, qu'il ne saurait y avoir qu'une droite ou 
un nombre fini de droites rencontrant une même courbe en 
quatre points, quadruplement tangentes à une même sur- 
face (n° 7). Une pareille condition est une condition qua- 
druple. 



(*) Être conteoue dans un certain plan constitue également, poar une 
droite, une condition double. Cela résulte de ce que cette droite est com- 
plètement déterminée, quand on l'assujettit à deux autres conditions 
simples, par exemple à rencontrer deux droites données. 
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I. — Pôles et plans polaires. Plans diamétraux. 
Diamètres et axe. Propriétés linéaires. 

9. Le complexe le plus simple est le complexe du premier 
ordre ou complexe linéaire. Parmi les droites qui le compo- 
sent, celles qui passent par un même point sont situées dans 
un même plan et, réciproquement, celles qui sont dans un 
même plan passent par un même point. Cette double défi- 
nition du complexe linéaire n'est qu'un cas particulier de la 
double définition des complexes d'un ordre quelconque (n*» 1 ). 

Un complexe linéaire, comme on vient de le voir, établit, 
entre les divers points et les divers plans de l'espace, une 
corrélation de telle nature qu'à tout point correspond un 
plan passant par ce point et à tout plan un point contenu 
dans ce plan. L'ensemble de ces couples, composés cha- 
cun d'un point et d'un plan, a reçu le nom de système 
focal (*). Le point corrélatif d'un plan s'appelle foyer ou 
pôle de ce plan. Le plan corrélatif d'un point estle/?/a/i/oca/ 
ou plan polaire de ce point. Nous adopterons ici de préfé- 
rence les dénominations de pôle et de plan polaire. 

Le pôle du plan de l'infini se trouve dans une direction 
bien déterminée que nous appellerons la direction axiale du 
complexe ou du système focal correspondant. Nous désigne- 
rons sous le nom àe plan diamétral un plan dont le pôle est 
à l'infini. 

Le complexe linéaire et le système focal qui lui corres- 
pond présentent des propriétés très intéressantes. Nous allons 



(<) Les géomètres allemands donnent à un pareil assemblage le nom de 
Nullsystem, 

S. l5 
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les passer en revue et en déduire le mode de génératioa le 
plus simple de ce complexe 

10. Le plan polaire y^, d'un point g, situé dans un plan w, 
passe par le pôle p du plan xs. 

En effet, le point g y appartenant par hypothèse à m et par 
définition à x» ^^^ sur la droite d'intersection de ces deux 
plans. Cette droite fait donc partie du complexe linéaire et, 
comme elle est dans le plan i*t, elle passe par le pôle p de ce 
plan. Le plan /, contenant la droite, contient par suite le 
point p. 

Supposons que le plan gt soit à l'infîni. Le plan x ^^t alors 
un plan diamétral et Ton conclut immédiatement du théorème 
précédent que tout plan diamétral est parallèle à la direction 
axiale. 

11. Le pôle q d'un plan x, contenant un certain point p^ est 
situé dans le plan polaire vs du point p. 

En effet, le plan %, renfermant par définition le point ^ei 
par hypothèse le point /?, contient la droite pg. Cette droite 
appartient par suite au complexe linéaire et, puisqu'elle passe 
par p, elle est dans le plan polaire rn de ce point. Le plansi, 
contenant cette droite, contient par conséquent le point g* 

On conclut immédiatement de ce théorème que tout plan 
parallèle à la direction axiale du complexe a son pôle à 
l'infini et, par conséquent, est un plan diamétral de ce 
complexe^' 

12. Les plans passant par une même droite D ont leurs pôles 
respectifs sur une même droite W. 

Le pôle d'un plan variable passant par D engendre un cer- 
tain lieu géométrique D'. Soient a le point d'intersection 
de D avec un plan arbitraire nr et a' l'un des points d'inter- 
section de D' avec le même plan. La droite aa' est une droite 
du complexe, puisque, considérée comme située dans le plan 
a'D, elle passe par le pôle a' de ce plan. Mais cette droite doit 
aussi passer par le pôle p du plan rn. Elle est, en conséquence, 
unique et bien déterminée. Le lieu D n'est, par suite, renr 
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contré qu'en un seul point a' par un plan arbitraire rn. Donc 
c'est une droite. 

13. Supposons, en particulier, que la droite D soit à Tinfini. 
Du théorènie qui vient d'être démontré on conclut alors que 
le lieu des pôles d/ une série de plans parallèles est une droite. 
Une pareille droite porte le nom de diamètre du complexe 
et du système focal correspondant. 

Toute série de plans parallèles comprend le plan de l'infini. 
Donc tous les diamètres du complexe passent par le pôle du 
plan de l'infini, c'est-à-dire sont parallèles à la direction 
axiale de ce complexe. 

Considérons une série de plans parallèles qui soient per- 
pendiculaires à cette direction axiale. Le diamètre de ces 
plans leur est perpendiculaire. On l'appelle Yaxe du com- 
plexe et du système focal correspondant. 

14. Les plans polaires des divers points d'une même droite 
D passent par une même droite D'. 

Soient a et (3 les plans polaires respectifs de deux points 
quelconques a et 6 de D et soit D' la droite d'intersection 
de ces plans. Les pôles des divers plans passant par D' sont 
sur une même droite (n<» 12). D'ailleurs cette droite devant 
contenir les points a et b, pôles respectifs de a et de (3, coïn- 
cide nécessairement avec D. Les plans passant par D' sont 
donc bien les plans polaires des divers points de D. 

Il y a réciprocité entre les droites D et D', en vertu de la 
double propriété qui vient d'être établie et qui consiste en 
ce que les plans polaires des divers points de chacune d'elles 
passent par l'autre et les pôles des plans passant par chacune 
d'elles sont sur l'autre. Pour ce motif, les droites D etD' sont 
appelées droites conjuguées, 

15. Toute droite du complexe coïncide avec sa conjuguée; 
car un plan quelconque passant par une telle droite a son 
pôle sur cette droite. 

Réciproquement, toute droite qui coïncide avec sa conju- 
guée fait partie du complexe. En effet, soit L une pareille 
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droite. Tout planer passant par La, par hypothèse, son pàlep 
sur cette droite et les droites qui passent peivp dans le plan m 
étant des droites du complexe, il en est ainsi en particulier de L. 

16. Deux droites conjuguées ne se rencontrent pas* Eu 
effet, si deux pareilles droites D et D' se coupaient en un 
point /, le plan polaire gj d'un point quelconque p de D, pas- 
sant par D' (n" 14^), contiendrait i et, contenant «et p, contien- 
drait D, c'est-à-dire coïnciderait avec le plan des droites D el 
])'. Un plan quelconque passant par D' n'aurait donc pas son 
pôle sur D, ce qui est contraire à Tune des deux propriétés 
caractéristiques des droites conjuguées (n° 12). 

17. Toute droite du complexe qui rencontre une droite D 
rencontre en même temps sa conjuguée D'. 

Soit L une droite du complexe rencontrant la droite D. Le 
plan xs de ces deux droites a son pôle p sur D' (n*> 12). Par 
suite, la droite L du plan gj, devant passer par le pôle/? de 
ce plan, rencontrera D'. 

Supposons que la droite D coïncide avec Taxe du complexe. 
Il résulte immédiatement du théorème qui vient d'être dé- 
montré que toute droite du complexe qui rencontre l'acce de 
ce complexe lui est perpendiculaire, 

18. Toute droite qui rencontre deux droites conjuguées D 
et D' fait partie du complexe. 

En effet, le plan ni, qui passe par une telle droite L et par 
la droite D, a pour pôle/> le point d'intersection de cj, c'est- 
à-dire de L avec D'(n° 12). Par suite, la droite L, étant située 
dans le plan m et passant par le pôle p de ce plan, fait partie 
du complexe. 

Une droite rencontrant à angle droit l'axe du complexe 
rencontre la droite conjuguée de cet axe, qui est à l'infini 
dans un plan perpendiculaire à la direction axiale. Donc, en 
vertu du théorème précédent, toute droite qui rencontre ortho- 
gonalement Vaxe du complexe appartient au compleœe^ 

19. Tout plan parallèle à deux droites conjuguées est un 
plan diamétral. 
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La droite qui unit les points à l'infini des deux droites con- 
juguées D et D' appartient au complexe (n° 18); elle passe, 
en conséquence, par le pôle du plan de l'infini. Par suite, 
si nous menons, par un point quelconque, des parallèles à D 
et àD', le plan de ces deux droites est parallèle à la direction 
axiale, c'est-à-dire est un plan diamétral (n° 1). 

20. Tout plan perpendiculaire à Vaxe rencontre cet axe 
et deux droites conjuguées quelconques en trois points d'une 
même droite. 

En effet, la droite qui joint les traces des deux droites conju- 
guées sur le plan considéré appartient au complexe (n° 18). 
D'autre part, cette droite, rencontrant la droite à l'infini dans 
le plan, rencontre en même temps sa conjuguée (n° 17). Or 
cette conjuguée est précisément l'axe du complexe. 

21. La perpendiculaire commune à deux droites conju^ 
guées rencontre Vaxe à angle droit. 

La perpendiculaire commune à deux droites conjuguées 
fait partie du complexe (n° 18). Elle est perpendiculaire aux 
plans parallèles à la fois à ces deux droites, qui sont des 
plans diamétraux (n° 19); elle a, par suite, une direction 
perpendiculaire à la direction axiale ; autrement dit, elle 
rencontre la droite suivant laquelle se coupent à l'infini les 
plans perpendiculaires à la direction axiale. Elle rencontre 
donc aussi la conjuguée de cette droite (n** 17), c'est-à-dire 
l'axe du complexe. 

22. Les divers points d'une droite et leurs plans polaires 
respectifs se correspondent anharmoniquement. 

En effet, à tout point d'une droite quelconque D correspond 
comme plan polaire un plan et un seul, passant par cette droite 
ou par sa conjuguée D', suivant que la droite considérée ap- 
partient ou n'appartient pas au complexe (n*^* 14 et 15). Réci- 
proquement, à tout plan passant par D' ou par D, si cette 
dernière droite fait partie du complexe, correspond, comme 
pôle, un point et un seul de D (n°* 12 et 15). Or tel est bien 
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le double caractère d'une correspondance anharmonique entre 
points et plans. 

23. Les conjuguées D' des droites D d*un même planvs 
concourent en un même point p, qui est le pôle de ce plan. 

En effet, le plan w contenant chacune des droites D, son 
pôle/? est nécessairement sur chacune des droites D', respec- 
tivement conjuguées des droites D (n° 12). 

Supposons le plan m à l'infini. Il en est de même du 
point/?. On déduit du théorème précédent, dans ce cas spécial, 
que les conjuguées des droites à V infini sont parallèles à une 
même directiony la direction axiale, et, par conséquent^ sont 
des diamètres du complexe. 

24.. Les conjuguées D' des droites D d'une même gerbe de 
sommet p sont dans un même plan is qui est le plan polaire 
de p. 

En effet, chacune des droites D passant par/?, sa conjuguée 
D' est dans le plan polaire m de p (n° 14.). 

Supposons que le sommet de la gerbe coïncide avec le pôle 
du plan de Tinfîni. D'après le théorème précédent, toute 
droite passant par ce pôle, c'est-à-dire toute parallèle à la 
direction axiale, autrement dit, tout diamètre, a sa conjuguée 
dans le plan de l'infini, 

25. Les conjuguées D' des droites D d'un même faisceau 
forment elles-mêmes un faisceau qui est homographique au 
pf^emier. 

Les droites D étant dans un même plan w, leurs conjuguées 
D' passent par un même point /?, pôle du plan gt (n<»23). 
D'autre part, les droites D passant par un même point ^ de©, 
leurs conjuguées D' sont situées dans un même plan^, plan po- 
laire de ^ (n° 24). On voit ainsi que les droites D' forment 
elles-mêmes un faisceau. D'ailleurs, à chacune des droites D 
du premier faisceau correspond une droite D' et une seule 
du second faisceau, et inversement. Donc les deux faisceaux 
sont homographiques. 
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26. Les droites d'un complexe linéaire, qui rencontrent 
deux mêmes droites non conjuguées par rapport à ce 
complexe, y déterminent deux séries homo graphiques de 
points. 

Soient les deux droites A et B. Deux hypothèses sont à con- 
sidérer, suivant que ces deux droites sont ou ne sont pas dans 
un même plan. 

Supposons d'abord que les droites A et B ne soient pas dans 
un même plan. Par tout point a de A passe une droite du 
complexe et une seule rencontrant B. Le point de rencontre b 
est à rinlersection de B et du plan polaire de a. De même, 
par tout point 6 de B passe une droite du complexe et une 
seule rencontrant A. Le point de rencontre a est à Tintersec- 
tion de A et du plan polaire de 6. Il y a donc correspondance 
anharmonique entre les points a et b. Autrement dit, les 
points tels que a et les points tels que b forment deux séries 
homographiques. 

On peut remarquer que cette démonstration s'applique, sans 
changement, au cas où Tune des droites A etB appartiendrait 
au complexe et au cas où elles en feraient partie toutes les 
deux. 

Supposons maintenant que les droites A et B soient dans 
un même plan. Les droites du complexe, qui les rencontrent 
toutes deux en des points différents, sont dans ce plan et, 
par conséquent, fonnent un faisceau ayant pour sommet 
le pôle du plan. Or on sait que les intersections de A et de B 
avec les droites d'un pareil faisceau déterminent deux séries 
homographiques de points. 

Le dernier raisonnement ne serait en défaut que si Tune 
au moins des droites A et B appartenait au complexe, le 
sommet du faisceau se trouvant alors sur Tune des droites 
du faisceau ou à leur intersection. Le théorème, dans ce cas, 
n'a plus de raison d'être. 

IL — Propriétés quadratiques. 

27. Les droites d'un complexe linéaire qui s'appuient sur 
deux mêmes droites, non conjuguées par rapport à ce com- 



232 CHAPITRE I. 

plexe et non situées dans un même plan, forment une sur- 
face du second degré. 

En effet, les droites du complexe qui s'appuient sur les deux 
droites considérées s'appuient également sur leurs conjuguées 
respectives (n* 17). Elles engendrent donc une surface gauche 
du second degré (*). 

Comme cas particulier du théorème qui vient d'être dé- 
montré, on a celui-ci : les droites d'un complexe linéaire, 
qui s*appuient sur une même droite et sont parallèles à un 
même plan non parallèle à cette droite^ forment un parabo- 
loïde hyperbolique. 

28. Deux couples quelconques de droites conjuguées, par 
rapport à un même complexe linéaire, appartiennent à une 
même surface du second degré. 

Soient A et A' un premier couple, B et B' un second couple 
de droites conjuguées par rapport à un complexe linéaire. 
Par les droites A, A' et B passe une surface du second degré? 
et une seule, que Ton peut considérer comme engendrée par 
une droite mobile L s*appuyant sur A, A' et B. Cette droite L, 
rencontrant A et A', fait partie du complexe (n<» 18) et, ren- 
contrant B, elle rencontre également sa conjuguée B'(n"i7). 
Les droites A, A', B, B' se trouvent donc toutes quatre surla 
surface <7. 

Dans le raisonnement qui précède, nous avons supposé que 
les droites B et B' ne rencontraient ni A, ni A'. Si A et B,par 
exemple, se rencontraient et, par suite, étaient dans un même 
plan, il en serait de même de leurs conjuguées A' et B' (n*23). 
La surface a, qui contient les quatre droites, se réduirait alors 
à un couple de plans. 

29. Dans un système focal, les divers points d'une conigu^ 



(') On peut aussi conclure ce théorème du précédent (n» 26), ensap- 
puyant sur un théorème de Chastes, d'après lequel une droite mobile 
qui s'appuie sur deux droites fixes, non situées dans un mêmepl^'^t^'* 
y déterminant deux séries homographiques de points, engendre unt 
sur/ace du second degré. 



COMPLEXE LINÉAIRE. — SYSTÈME FOCAL. 233 

« 

ont pour plans polaires respectifs les plans tangents cVun 
cône du second degréy dont le sommet est le pôle du plan de 
la conique. 

Plus généralement, les divers points d'une courbe plane 
algébrique du /n>*™^ degré ont pour plans polaires respectifs 
les plans tangents d'un cône de m^*™^ clause, dont le sommet 
est le pôle du plan de la courbe. 

Soit Cm une courbe du /n'«"« degré, contenue dans le plan gt. 
Les plans polaires des divers points de xss passent par le pôle/> 
de ce plan (n° 10). En particulier, les plans polaires des points 
de Cm enveloppent un cône, ayant p pour sommet. On peut 
mener à ce cône autant de plans tangents par une droite 
quelconque D passant par son sommet, qu'il y a de points à 
l'intersection de la conjuguée D' de D avec Cm (n° 12). Le 
nombre de ces plans tangents est donc égal à /w et le cône est 
bien de la m»*"^^ classe (^). 

Nous dirons qu'une pareille courbe et un pareil cône sont 
corrélatifs. 

30. Dans un système focal, les plans polaires respectifs de 
deux points conjugués par rapport à une conique sont con- 
jugués par rapport au cône corrélatif. 

Soient, en effet, a et a' deux points conjugués par rapport à 
une conique C, c'est-à-dire conjugués harmoniques par rapport 
aux points d'intersection b et b' de la droite aa' avec G. Aux 
quatre points à, a', b et b' correspondent anharmoniquement 
leurs quatre plans polaires respectifs a, a', p et P', se coupant 
suivant une même droite, qui est la conjuguée de aa' (n<*22). 
Par suite, les quatre points a, a', b, b' étant en proportion 
harmonique, il en est de même des quatre plans a, a', (3, P'. 
D'ailleurs, les plans (3 et (3' sont tangents au cône corrélatif 



(*) On démontre d'une manière analogue que, dans un système focal : 
1° les divers points d'une courbe gauche algébrique du m»'"** degré ont 
pour plans polaires les plans tangents d'une développable algébrique 
de la m^''"*" classe; 2° les divers points d'une surface algébrique du 
jYiième degré Ont pour plans polaires les plans tangents d'une surface 
algébrique de la m'^"** classe. 
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de la conique C. Donc les plans a et a! sont conjugués par 
rapport à ce cône. 

31. Dans un système focal, les droites respectivement con- 
juguées de deux droites conjuguées par rapport à une co- 
nique quelconque sont deux diamètres -conjugués du cône 
corrélatif. 

En effel, soient D et D' deux droites contenues dans le 
plan Ts d'une conique C et conjuguées par rapport à cette co- 
nique, c'est-à-dire conjuguées harmoniques par rapport aux 
tangentes T et T', menées à C par le point de rencontre o de D 
et de D'. Les droites A, A', B, 8' respectivement conjuguées 
de D, D', T, T', forment, comme elles, un faisceau qui est 
contenu dans le plan polaire o) du point o et qui a pour 
sommet le sommet p du cône F corrélatif de la conique C. 
De plus, le rapport anharmonique des quatre droites A, A', 
e, 0' est égal à celui des quatre droites D, D', T, T' (n°25), 
et comme les quatre premières droites sont en proportion 
harmonique, il en est de même des quatre dernières. Or les 
droites B et B' sont à Tintersection du cône F avec le plan w. 
Les droites A et A', conjuguées harmoniques par rapport 5 
et à B', sont donc bien deux diamètres conjugués du cône T. 

32. Dans un système focal, les divers points d'un cercle 
ayant son centre sur l'axe et son plan perpendiculaire à cet 
axe, ont pour plans polaires respectifs les plans tangente 
d'un cône de révolution, dont l'axe coïncide avec celui du sys- 
tème focal. 

Soit un cercle, dont le centre o est sur l'axe du système 
focal et dont le plan w est perpendiculaire à cet axe. Les plans 
polaires des points du cercle enveloppent un cône du second 
degré ^ ( ii'' 29) ayant o pour sommet. La droite à l'infini dans 
w a pour conjuguée l'axe U du système focal (n** 13). Mais le 
point o étant conjugué, par rapport au cercle 0, de tout point 
à l'infini dans w, le plan w est conjugué, par rapport au 
cône ^, de tout plan passant par U (n<» 30). La droite U est 
donc, par rapport au cône £2, le diamètre conjugué du plan 
0) et, comme ce diamètre est perpendiculaire à w, c'est l'axe 
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du cône. D'autre part, deux diamètres rectangulaires du 
cercle 0, étant leurs propres conjuguées dans le système 
focal (no 15), sont deux diamètres conjugués du cône ^ 
(n*» 31). Deux diamètres conjugués quelconques du cône ^ 
dans le plan w étant rectangulaires, ce cône est de révolution. 

33. Il résulte du théorème précédent que, si un point du 
système focal tourne autour de Taxe U, il en est de même 
de son plan polaire, puisque ce plan enveloppe alors un 
cône de révolution ayant U pour axe. Par suite, un système 
focal et le complexe linéaire qui lui correspond ne cessent 
de coïncider avec eux-mêmes, dans toute rotation autour de 
leur axe U. 

34. Considérons l'ensemble des plans diamétraux et des 
droites du complexe qui s'y trouvent réparties. Il est clair 
que, dans toute translation parallèle à la direction axiale du 
complexe, les plans diamétraux glissent sur eux-mêmes et 
que le faisceau de droites parallèles du complexe, contenu 
dans chacun d'eux, reste en coïncidence avec lui-même. Donc 
un complexe linéaire et le système focal correspondant res- 
tent en coïncidence avec eux-mêmes, dans toute translation 
parallèle à leur direction axiale. 

35. Du rapprochement des deux dernières propositions, on 
conclut que tout système focal et le complexe linéaire qui lui 
correspond coïncident avec eux-mêmes, dans toute rotation 
autour de leur axe y accompagnée d'une translation le long 
de cet axe, et aussi, par conséquent, dans tout déplacement 
hélicoïdal autour de ce même axe. 



III. — Relations métriques. Génération du complexe 

linéaire. 

36. Dans un système focal, il existe une relation de posi- 
tion remarquable entre un point quelconque, son plan po- 
laire et Taxe du système. Cette relation est la suivante : 

La distance d'un point quelconque à Vaxe est inversement 
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proportionnelle à la tangente de V angle que fait avec cet axt 
le plan polaire du point. 

En d'autres termes, en désignant par r la distance d'an 
point quelconque p à Taxe U et par B Tangle que fait avec U 
le plan polaire correspondant xsj on a 

r tango = c, 

c désignant une constante. 

Pour établir cette relation, menons de p une perpendicu- 
laire L à U. Soit o le pied de cette perpendiculaire. La droite L 
fait partie du complexe (n° 18) et les plans polaires de ses 
divers points forment, en pivotant autour de L, un faisceau 
homographique à cette série de points (n<* 22). On a, en con- 
séquence, entre la distance /d'un quelconque de ces points à 
U et l'angle Q du plan polaire correspondant avec le plan pas- 
sant par L etU, c'est-à-dire avec U, une relation de la forme 

rtang0 -h ar-h ^tang0r= c. 

Mais le plan polaire du point à l'inOni sur L passe par U. 
Par suite, pour r=zQo, la relation précédente doit donner 
lang0:= o. On en conclut a =r o. 

D'autre part, le plan polaire de o est perpendiculaire à U; 
ce qui exige que l'on ait tang^ =: oo, pour r=zo. On en con- 
clut 6 == o. La relation se réduit donc bien à 

r tango =:c. 

37. Dans un système focal, les positions relatives de l'axe 
et de deux droites conjuguées quelconques sont fixées d'une 
manière très simple par le théorème suivant : 

Dans un système focal, les distances de deux droites con- 
juguées à l'axe sont proportionnelles aux tangentes des 
angles aigus que font respectivement les deux droites avec 
cet axe» 

Soient, en effet, D et D' deux droites conjuguées, r et/^ 
leurs distances respectives à l'axe U, 9 et 9' les angles que D 
et D' font respectivement avec cet axe. La perpendiculaire 
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commune I à D et à D' appartient au complexe (n° 18) et ren- 
contre orthogonalement l*axe U (n° 21). Le plan polaire du 
point commun à D et à I passe par I et par D'. Il fait, par suite, 
avec U Tangle 9'. De même,le plan polaire du point commun à 
D' et à I passe par I et par D. Il fait, par suite, avec U Tangle 9. 
On a donc, en appliquant une relation déjà établie (n® 36) , 



d'où 



rtang9'=:/- tangcp; 
r _ tangcp 



►.' 



tangcp' 



Fig. 2. 



38. La répartition des droites du complexe autour de Taxe 
U est régie par une loi remarquablement 
simple, que Ton peut énoncer ainsi : 

La plus courte distance d*une droite 
quelconque d'un complexe linéaire à Vaxe 
de ce complexe est inversement proportion-- 
nelle à la tangente de V angle aigu formé 
par ces deux droites {}). 

Soit op la perpendiculaire commune à 
Taxe U et à une droite quelconque L du 
complexe {fig* 2). Désignons par r la plus 
courte distance op de ces deux droites et 
par B Tangle aigu formé par leurs direc- 
tions respectives. La droite L, par hypothèse, et la droite oyy, 
par construction (n* 18), sont deux droites du complexe et, 
comme elles passent toutes deux par le point/?, leur plan est 
le plan polaire de p. L'angle Q est égal à Tangle de ce plan 
avec U. Comme d'ailleurs /• est la distance du point/? à U, on 
a, d'après un théorème précédent (n<» 36), 




(0 



r tango =:c. 



39. La relation (i) montre qu'un complexe linéaire est 



(*) Cette relation est en quelque sorte Téquation, réduite à sa forme la 
plus simple, d'un complexe linéaire. Nous en déduisons plus loin, dans une 
Note spéciale, l'équation générale d'un pareil complexe. 
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complètement déterminé par son axe et son paramètre c. Il 
y a, toutefois, deux complexes satisfaisant à ces conditions: 
ils diffèrent par le sens dans lequel est compté l'angle 6, Ces 
deux complexes sont néanmoins superposables. D'une ma- 
nière générale, deux complexes linéaires sont égaux, c'est- 
à-dire superposables, lorsqu'ils ont le même paramètre c. 
Cette condition est nécessaire et suffisante. 

Un complexe linéaire est défini complètement et sans am- 
biguïté, lorsque Ton connaît son axe et Tune quelconque des 
droites qui le composent. En effet, Tq étant la plus courte di- 
stance de ces deux droites et Sq l'angle aigu formé par leurs 
directions respectives, la valeur du paramètre c est déter- 
minée par la relation c=: r^^ langue. 

40. Sur les cylindres de révolution ayant pour axe Taxe 
d'un complexe linéaire, considérons l'ensemble des hélices 
décrites dans le même sens et ayant pour pas commun 

(2) A=:27rC, 

c étant le paramètre de ce complexe. L'angle aigu 9 de la tan- 
gente à une pareille hélice tracée sur un cylindre de rayon r 
avec l'axe de ce cylindre est, comme on le sait, donné parla 
relation 

tang0=: 

On en déduit, eu égard à la condition (2), 

rtang0 = c. 

C'est la relation (1). Donc : 

Les droites d'un complexe linéaire ne sont autres que les 
tangentes à des hélices d'égal pas, tracées^ dans un même 
senSy sur les divers cylindres de rés^olution ayant pour ax^ 
commun l'axe du complexe. 

Nous appellerons ceshéiices les Ae7fce5<iwcom/?/ea:e/t/iefliVe. 

4.1. On sait que le plan osculateur à une pareille hélice, en 
l'un quelconque de ses points, contient la tangente à cette 
courbe en ce point et la perpendiculaire menée de ce point 
à Taxe du complexe. Cette dernière droite appartenant au 
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complexe (n*» 18) ainsi que la tangente (n° 40), le plan 
osculateurest le plan polaire du point correspondant. Ainsi : 

Par rapport à un complexe linéaire^ le plan polaire d'un 
point quelconque de l'espace est le plan osculateur de l* hé- 
lice du complexe qui passe par ce point (*). 

Les deux propositions auxquelles nous venons de parvenir 
( n°* 40 et 41 ) fournissent Timage la plus nette que Ton puisse 
concevoir d'un complexe linéaire. 

IV. — Complexe linéaire spécial. 

42. Le cas où le paramètre c est nul mérite de fixer Tat- 
tention. De la relation (i) on conclut alors soit r = o, soit 
tango = o, c'est-à-dire 6 nul ou égal à i8o". Par suite, le com- 
plexe est formé des droites qui rencontrent Taxe U ou lui 
sont parallèles. Un pareil complexe linéaire est appelé com- 
plexe linéaire spécial. Tous les points de Taxe U sont des 
points singuliers du complexe; car toutes les droites passant 
par un tel point appartiennent au complexe. De même, tous 
les plans passant par U sont des plans singuliers du com- 
plexe; car toutes les droites contenues dans un tel plan font 
partie du complexe. 

Nous allons démontrer qu'un complexe linéaire ne peut 
admettre de point singulier ou de plan singulier, à moins 
d'être un complexe linéaire spécial. 

43. Soit s un point singulier d'un complexe linéaire. Con- 
sidérons une droite arbitraire D, qui ne passe par aucun 
point singulier et ne soit contenue dans aucun plan singulier 
du complexe. Les droites issues de s et situées dans le plan 
sD font, par hypothèse, partie du complexe. Par suite, la 
conjuguée D' de D passe par le point s, pôle du plan ^D 

(!) De cette proposition et de deux théorèmes démontrés plus haut 
(n<** 10 et 11) on conclut immédiatement que : i° Les plans osculateurs 
d'une hélice, aux divers points de rencontre de cette courbe avec un 
plan quelconque, se coupent en un même point de ce plan, 

2" Les points de contact dune hélice avec les plans osculateurs qu'on 
peut lui mener par un point quelconque sont dans un même plan 
passant par ce point. 



^ 
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(n^ 12). Cela posé, imaginons que la droite D se déplace 
dans un plan ïïj, ne renfermant pas le point s. La conjuguée 
D' de D ne cesse alors de passer par le pôle p du plan ci 
(n<» 12) et, comme elle passe d'ailleurs par s, elle reste fixe. 
Nous allons maintenant démontrer qu'une droite quel- 
conque L du complexe rencontre D'. Nous pouvons supposer 
que la trace / de L sur le plan m ne coïncide pas avec p; car, 
pour ce cas particulier, il n'y a pas de démonstration à faire. 
Par / faisons passer une droite D dans le plan xs. La con- 
juguée de D étant la droite fixe D'y le pôle du plan des 
droites D et L est sur D' et la droite L, devant passer par ce 
pôle, rencontre D'. Toutes les droites du complexe rencon- 
trent donc D' et le complexe est un complexe spécial. Ainsi: 

Un complexe linéaire ne peut admettre aucun point singu- 
lier, à moins d'être un complexe spécial. 

kk. Imaginons que, dans un complexe linéaire, il y ail 
trois droites concourantes oa, 06, oc. Il est facile d'en conclure 
que toute droite ol passant par o appartient au complexe» que, 
par suite, le point o est un point singulier et le complexe un 
complexe spécial (n® 43). En effet, la trace oh du plan ao/ 
sur le plan hoc fait partie du complexe, puisque cette droite 
du plan hoc contient le pôle o de ce plan. De même 0/, pas- 
sant par le point d'intersection des droites oa et oh du com- 
plexe et étant située dans le plan de ces deux droites, appar- 
tient au complexe. Donc, trois droites particulières dan 
complexe linéaire ne peuvent passer par un même point, 
sans être dans un même plan, à moins que le complexe ne 
soit un complexe linéaire spécial» 

ko. Considérons un complexe linéaire admettant un plan 
singulier cj. Prenons une droite D, qui ne passe par aucun 
point singulier et qui ne soit contenue dans aucun plan sin- 
gulier du complexe. Les droites du plan c, qui passent par la 
trace ddeJ) sur ce plan, sont supposées faire partie du com- 
plexe. Par suite, d est pôle de a et la conjuguée D' de D est 
dans ce plan (n** 14). 

Imaginons que la droite D pivote autour d'un point /> exté- 
rieur à c7. La conjuguée D' de D reste constamment dans le 
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plan polaire rs de p, et, comme elle est d'autre part dans le 
plan 0-, elle est à l'intersection de ces deux plans. 

Démontrons maintenant qu'une droite quelconque L du 
complexe rencontre D'. Nous pouvons supposer que cette 
droite n'est pas dans le plan bj, car, s'il en était ainsi, elle 
rencontrerait nécessairement D' qui est dans ce plan. Par le 
point p et dans le plan/?L, menons une droite quelconque D. 
Cette droite ayant pour conjuguée D', le plan polaire du point 
d'intersection des droites D et L passe par D' (n° ik) et L, 
étant contenue dans ce plan, rencontre nécessairement D'. 
Toute droite L du complexe rencontrant D', le complexe est 
un complexe spécial. Ainsi : 

Un complexe linéaire ne peut admettre un plan singulier 
à moins d'être un complexe spécial, 

46. On conclut immédiatement de ce théorème que trois 
droites particulières d'un complexe linéaire ne peuvent être 
dans un même plan, sans passer par un même points à moins 
que le complexe ne soit un complexe linéaire spécial. 

Imaginons un complexe linéaire possédant trois droites A, 
B, C, situées dans un même plan xs et non concourantes. 
Soit L une droite quelconque de ce plan. La droite H qui 
joint le point de rencontre de B et de G au point de ren- 
contre de A et L fait partie du complexe, puisqu'elle passe 
par l'intersection de B et de C et qu'elle est dans le plan de ces 
deux droites. De même, la droite L, passant par l'intersec- 
tion des droites A et H du complexe et située dans le plan 
de ces deux droites, fait nécessairement partie du complexe. 
Le plan xs est donc un plan singulier et le complexe un 
complexe linéaire spécial. 



V. — Construction d'un complexe linéaire contenant une 
droite donnée et admettant pour droites conjuguées deux 
autres droites données. 

kl. Proposons-nous de construire les diverses droites d'un 
complexe linéaire, connaissant une de ces droites et un 
couple de droites conjuguées par rapport à ce complexe. 

S. j6 
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Nous résoudrons cette question de deux manières 
rentes, en cherchant successivement les droites du com- 
plexe qui passent par un point pris arbitrairement et les 
droites du complexe situées dans un plan également arbi- 
traire. 

Supposons données la droite L d'un complexe linéaire et 
les droites D et D' conjuguées par rapport à ce complexe ('). 

Soit p un point quelconque, n'appartenant à aucune des 
droites D, D' et L. La droite A, menée parp et rencontrant à 
la fois D et D', est évidemment une des droites cherchées 
(n° 18). Par p et la droite L faisons passer un plan. La 
droite B, joignant les traces de D et de D' sur ce plan, appar- 
tient au complexe (n* 18) et son point d'intersection q avec 
L est le pôle du plan ph. La droite pq est, par suite, une 
seconde droite du complexe. Les autres droites du com- 
plexe qui passent par p sont situées dans le plan déterminé 
par les droites pq et A. 

Nous avons supposé que le point /? n'appartenait ni à la 
droite D, ni à la droite D'. Si le point p était sur une de ces 
droites, sur D par exemple, les droites du complexe, passant 
par ce point, seraient contenues dans le plan /?D'. 

Si le point p était pris sur la droite L, les droites du com- 
plexe qui passent par ce point seraient contenues dans le 
plan déterminé par L et par la droite issue de /?, qui s'appuie 
à la fois sur D et sur D'. 

W. Résolvons le même problème, en cherchant les droites 
du complexe linéaire contenues dans un plan rs qui ne passe 
par aucune des droites D, D' et L. On obtient immédiate- 
ment une de ces droites A, en joignant les traces de D et 
de D' sur le plan w (n° 18). Soit q le point de rencontre de t 
et de xs. Menons par q une droite B s'appuyant à la fois surD 
et sur D'. La droite B appartient au complexe (n<* 18) et dé- 
termine avec L le plan polaire du point q. La droite d'inter- 
section de ce plan avec nr fait également partie du complexe 



( * ) La droite L n'est supposée rencontrer ni D, ni D'. Le problème serait 
impossible, si L ne rencontrait qu'une de ces droites. Il serait indétermlD*» 
si L les rencontrait Pune et l'autre. 
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et coupe A en un point /?, qui est le pôle du plan w. Les di- 
verses droites passant par/> et contenues dans xn appartiennent 
au complexe. 

Nous avons supposé que le plan cj ne passait ni par la 
droite D, ni parla droite D'. Si, au contraire, le plan tu passait 
par D, les droites du complexe situées dans ce plan seraient 
celles qui passeraient par le point d'intersection de nr et de D'. 

Si le plan xs contenait la droite L, les droites du complexe 
situées dans ce plan passeraient par le point de rencontre 
de L et de la droite joignant les traces de D et de D' sur 
le plan gt. 

W. On peut se proposer encore de construire Vaxe d'un 
complexe linéaire^ contenant une droite donnée L et admet- 
tant un couple de droites conjuguées également données D 
etl^'. 

L'axe U du complexe est, comme on le sait (n<> 10), paral- 
lèle à rintersection de deux de ses plans diamétraux. On a un 
premier plan diamétral a, en prenant un plan quelconque 
parallèle à la fois à D et à D' (n° 19). On obtient aisément le 
plan diamétral p, qui contient la droite L : il doit passer par 
la droite K, parallèle à L, qui s'appuie à la fois sur D et 
sur D' (n<* 18), et cette condition achève de le déterminer. 
L'axe cherché U doit donc être parallèle à Tintersection des 
plans a et ^, D'ailleurs, il doit rencontrer les diverses droites 
du complexe dont la direction est perpendiculaire à la sienne 
et qui s'appuient sur D et D' (n® 17). On construit deux de ces 
droites G et H et l'on obtient l'axe U, en traçant une droite qui 
soit parallèle à l'intersection des plans a et (3 et qui s'appuie 
sur les droites G et H. 

Connaissant l'axe U et l'une des droites L du complexe, on 
en conclut le paramètre de ce complexe, comme on l'a vu 
précédemment (n° 39). 
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CHAPITRE IL 

CONGRUENCES UNÉAIRES. — FAISCEAUX DE COMPLEXES 

UNÉAIRES. 



I. — Génération des congruences linéaires. 

50. Parmi les assemblages de droites que l'on désigne soas 
le nom de congruences (n* 3), le plus simple que Tonailà 
considérer est la congruence dont Tordre et la classe sont 
tous deux égaux à Tunité. Une pareille congruence, que nous 
appellerons congruence linéaire, est par conséquent telle 
que, parmi les droites qui la composent, il n'y en a qu'une 
passant par un point quelconque et une seule également 
située dans un plan quelconque. 

En partant de cette définition, nous allons démontrer très 
simplement que les droites d'une congruence linéaire ren- 
contrent deux mêmes droites^ non situées dans un même 
plan (*). 

51. Nous ferons usage d'une remarque qui s'applique uti- 
lement dans d'autres circonstances semblables, et qui con- 
siste en ce que, si des surf aces algébriques d' un même degré, 
en nombre simplement infini, sont telles que, par tout point 
pris arbitrairement, il en passe une et une seule, ces surfaces 
forment un faisceau ponctuel ( * ) . 

En effet, ces surfaces sont définies par une même équation, 
renfermant un paramètre variable et la substitution, dans celte 



(») La démonstration exposée ici a déjà fait, de notre part, l'objet d'une 
Note insérée dans le Bulletin de la Société mathématique de France 
(t. XIX, p. 58-6i). 

(') Une remarque analogue s'applique à des courbes algébriques situées 
dans un même plan. 
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équation, des coordonnées d'un point arbitraire devant donner 
lieu à une valeur unique de ce paramètre : celui-ci doit entrer 
linéairement dans Téquation. 

Nous allons maintenant démontrer deux théorèmes préli- 
minaires sur les congruences linéaires. 

52. Les droites d'une congruence linéaire, qui rencontrent 
une même droite fixe arbitraire, form,ent une surface du 
second degré. 

Par la droite fixe D faisons passer un plan quelconque. Ce 
plan contient une droite de la congruence et une seule, qui 
fait partie de la section, par le plan, de la surface engendrée. 
Cette section est complétée par la droite D, qui est une ligne 
simple de la surface, puisque par chaque point de D il passe 
une droite et une seule de la congruence. La surface est 
donc coupée suivant deux droites par un plan quelconque 
passant par D : c'est, par conséquent, une surface du second 
degré. 

53. Les diverses surfaces du second degré, engendrées par 
les droites d'une congruence linéaire qui s'appuient sur des 
droites d'un même plarC^concourant en un même point, con- 
tiennent un même quadrilatère gauche. 

Considérons un faisceau de droites D, concourant en un 
même point p et contenues dans un même plan cr. Chaque 
droite D donne lieu à une surface du second degré c engen- 
drée par les droites de la congruence qui la rencontrent. Par 
tout point a, pris arbitrairement, passe une des surfaces a et 
une seule. Par ce point, en effet, passe une droite L et une 
seule de la congruence, à laquelle correspond une des 
droites D, celle qui joint le point /? à la trace de L sur le 
plan Wj et à cette droite D correspond une des surfaces o-, la 
seule qui passe par le point a. Donc, en vertu d'une remarque 
faite plus haut (n° 51), les surfaces a forment un faisceau 
ponctuel. 

D'autre part, toutes ces surfaces o- ont en commun deux 
droites de la congruence : celle qui passe par le point p et 
celle qui est contenue dans le plan xsy puisque ces deux 
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droites rencontrent toutes les droites D. L'intersection com- 
mune des surfaces o* comprend ainsi deux droites, qui, appar- 
tenant à la congruence, ne peuvent être dans un même plan. 
Par suite, d'après une proposition bien connue, le complé- 
ment de cette intersection est formé de deux autres droites A 
et A', réelles ou imaginaires conjuguées, s'appuyant sur les 
deux premières, c'est-à-dire formant avec elles un quadrila- 
tère gauche. 

54.. Il n'y a qu'un mot à ajouter, pour déduire de ce qui 
précède ce théorème capital : 

Les droites d'une congruence linéaire s'appuient sur deu 
mêmes droites. 

En effet, toutes les droites de la congruence, qui serveni 
à engendrer les surfaces o- (n® 53), rencontrent les deux 
droites A et A', ces droites A et A' étant, sur chaque surface u, 
des génératrices d'un système autre que celui des généra- 
trices formées par les droites de la congruence. 11 est d'ail- 
leurs facile de voir que toutes les droites de la congruence 
concourent à engendrer les surfaces o-. Considérons, en effet, 
une quelconque de ces droites L; elle est rencontrée par une 
droite D passant par le point/? et située dans le plan gj, et cette 
droite D sert à engendrer une surface a qui contient L. Donc 
toute droite L de la congruence s'appuie sur les deux droites A 
et A'. 

Nous donnerons aux droites A et A' le nom de directrices 
de la congruence linéaire. De la méthode même que nous 
avons suivie pour les trouver, il résulte qu'elles ne sont pas 
toujours réelles; elles peuvent être imaginaires conjuguées. 

55. Étant données les deux directrices A et A' d'une con- 
gruence linéaire, rien n'est plus simple que de construire la 
droite de cette congruence qui passe par un point donné ou 
celle qui est contenue dans un plan donné. Le premier pro- 
blème se résout, par exemple, en faisant passer deux pto 
respectivement par les droites A, A' et par le point : l'inter- 
section de ces deux plans est la droite cherchée. 

Pour résoudre le second problème, on prend les traces de 
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A et A' sur le plan donné. En joignant ces traces, on a la 
droite demandée. 

Chacune de ces solutions est unique et bien déterminée, 
à moins que le point donné n'appartienne à une des direc- 
trices ou que le plan donné ne passe par une de ces droites. 
11 est clair, en effet, que par tout point de Tune des direc- 
trices, de A par exemple, passent une infinité de droites de 
la congruence : ce sont les droites issues de ce point et ren- 
contrant A'. 

De même, tout plan qui contient A renferme une infinité 
de droites de la congruence : ce sont les droites qui sont si- 
tuées dans le plan considéré et passent par le point de ren- 
contre de ce plan avec A'. Les points de A et de A' sont donc 
des points singuliers et les plans passant par A ou A' des plans 
singuliers, relativement à la congruence linéaire. 

II. — Intersection des complexes et congruences 

linéaires. 

56. Il est facile de voir que les droites communes à deux 
complexes linéaires forment une congruence linéaire. 

En effet, les droites de chacun des deux complexes linéaires, 
qui passent par un point quelconque, sont dans un plan con- 
tenant ce point. La droite d'intersection des deux plans est la 
seule droite commune aux deux complexes qui passe par le 
point. Donc la congruence formée des droites communes aux 
deux complexes est du premier ordre. 

Pareillement, les droites de chacun des deux complexes, 
situées dans un plan quelconque, passent par un point de ce 
plan. La droite qui joint les deux points ainsi obtenus est la 
seule droite commune aux deux complexes qui soit contenue 
dans le plan. Donc la congruence considérée est de la pre- 
mière classe. 

57. La proposition que nous venons d'établir peut s'é- 
noncer sous cette forme : L'intersection de deux complexes 
linéaires est une congruence linéaire» 

Ce n'est d'ailleurs qu'un cas particulier d'une proposition 
plus générale, qui se démontre de la même manière et qui 
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peut s'énoncer ainsi: L intersection complète dedeuxzm- 
plexesy dont les ordres respectifs sont m et n, est une m- 
gruence d*ordre mn et de classe mn, 

68. Revenons aux deux complexes linéaires. Soient A elA 
les directrices de la congruence linéaire formant leur inter- 
section. Les droites qui joignent un point quelconque de 
Tune des directrices A aux divers points de l'autre A' appar- 
tiennent à la congruence linéaire et, par suite, à chacun des 
deux complexes. Les directrices A et A' forment donc ud 
couple de droites conjuguées par rapport à chacun de 
ceux-ci. On peut donc dire que deux complexes iinmm 
quelconques ont en commun un couple de droites conjugum, 
d'ailleurs réelles ou imaginaires conjuguées, 

59. Relativement à l'intersection de trois complexes li- 
néaires ou d'une congruence et d'un complexe linéaires, on 
a le théorème suivant : 

Les droites communes à trois complexes linéaires^ ou à m 
complexe et à une congruence linéaires, forment une sur- 
face gauche du second degré. 

Le premier cas du théorème se ramène immédiatement ao 
second, puisque les droites communes à deux des trois com- 
plexes linéaires appartiennent à une congruence linéaire 
(n»56). Or, les droites communes à un complexe et à une 
congruence linéaire sont les droites de ce complexe qui reD- 
contrent les deux directrices de la congruence et ces droites 
forment une surface du second degré (n*» 27). 

La démonstration précédente semble en défaut lorsque les 
directrices de la congruence sont imaginaires; mais le prin- 
cipe de continuité permet d'étendre immédiatement le théo- 
rème à ce cas spécial. 

60. Nous allons compléter ce qui concerne ces questions 
d'intersections, en démontrant deux autres propositions el 
d'abord celle-ci : 

Quatre complexes linéaires ou deux complexes et une coii' 
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gruence linéaire, ou encore deux congruences linéaires, ont 
en commun deux droites, réelles ou imaginaires conju- 
guées. 

Les deux premiers cas se ramènent immédialemenl au 
troisième, en observant que les droites communes à deux 
complexes linéaires forment une congruence linéaire (n®56). 

Deux congruences linéaires ont d'ailleurs deux droites 
communes, parce qu'il existe, comme on le sait, deux droites 
réelles ou imaginaires conjuguées, qui rencontrent les quatre 
droites, formant par couples les directrices des deux con- 
gruences (*). 

61. Un complexe linéaire et un des systèmes de généra- 
trices rectilignes d'une surface réglée du second degré ont en 
commun deux droites réelles ou imaginaires conjuguées. 

En effet, soient A, B, C trois droites de la surface du se- 
cond degré, ne faisant pas partie du système de génératrices 
rectilignes dont il est question dans Fénoncé précédent. 
L'ensemble des droites du complexe considéré, qui rencon- 
trent la droite C, en rencontrent une autre D, conjuguée de C 
(n° 17). Les droites qu'il s'agit de déterminer, appartenant 
au système de génératrices rectilignes de la surface du se- 
cond degré dont A, B et G ne font pas partie, doivent ren- 
contrer A, B et C, et, appartenant au complexe, elles doi- 
vent s'appuyer sur D, puisqu'elles s'appuient sur C Or il 
existe, comme on le sait, deux droites, réelles ou imaginaires 
conjuguées, qui remplissent ces conditions. 

IIL — Faisceaux de complexes linéaires. 
Conoîde de Plûcker. 

62. Considérons quatre droites projectivement indépen- 
dantes H, K, L, M, c'est-à-dire telles qu'elles n'appartiennent 
pas à une même surface du second degré et que deux quel- 

(*) Nous appliquons encore ici le principe de continuité, dans l'hypo- 
thèse où les directrices de l'une au moins des congruences seraient ima- 
ginaires. 
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mune à £2 et à A, apparlient au conoide. C'est d'ailleurs uik 
droite simple de cette surface, puisque par a il ne passe 
qu'une droite perpendiculaire à A et rencontrant A'. 

La même démonstration , appliquée à A', montre que celle 
droite est également une droite simple du conoide. 

68. Proposons-nous de déterminer le degré du conoide de 
Plûcker. Pour cela, cherchons le nombre des points d'inler 
section de cette surface avec une droite G s'appuyantsuri 
et sur A'. Le point où la perpendiculaire commune à ûetàG 
rencontre G est le seul point où cette droite coupe Jeconoïde, 
en dehors de ceux qui sont sur A et A'. D'ailleurs, puisquei 
et A' sont des droites simples de la surface (n» 67), \q?>^\^^ 
où G s'appuie sur A et A' sont des points simples de l'intersec- 
tion. Le conoide de Pliicker^ étant coupé en trois points parli 
droite G, est du troisième degré. 

69. On voit aisément que la droite £2 est une ligne douhk 
du conoide. En effet, ainsi que nous l'avons déjà fait remar- 
quer (n° 66), on construit complètement le conoide de 
Plùcker, en menant des perpendiculaires communes à i2^ 
aux droites qui unissent un point fixe quelconque a de Aaui 
différents points de A'. Les pieds des perpendiculaires à ces 
droites, menées par un point i quelconque de ^, engendrcDi 
une circonférence dans le plan aA', et ces perpendiculaires 
engendrent elles-mêmes un cône du second degré ayant' 
pour sommet. Les génératrices d'intersection de cecôneavec 
un plan perpendiculaire en i à il sont les génératrices (la 
conoide qui passent en i, et elles sont bien au nombre fl« 
deux, comme il s'agissait de le démontrer pour établir p 
la droite ^ est une ligne double (*). 

(•) On trouvera, dans le Cours de Géométrie descriptive de M. Maante» 
(î* édition, p. 435-439), avec une étude plus complète du conoïde de Plûc « • 
l'indication bibliographique des principaux travaux auxquels cette s" 
face a donné lieu. 
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IV. — Construction d'un complexe linéaire contenant 

cinq droites données. 

70. Nous allons résoudre le problème suivant : 

Etant données cinq droiteSy dont deux quelconques ne sont 
pas dans un même plan, et dont quatre quelconques n'ap- 
par tiennent pas à une même surface du second degré, con- 
struire le complexe linéaire qui les contient. 

Soient H, K, L, M et N les cinq droites. Imaginons que Ton 
construise les deux droites D et D' rencontrant quatre de ces 
droites : K, L, M el N par exemple. Le problème se trouve 
alors ramené à un autre que nous avons résolu plus haut 
(n° 47). Mais il peut arriver qu'aucune des cinq manières 
d'associer par quatre les cinq droites données ne fournisse 
un couple de droites conjuguées D et D' réelles. Voici une 
autre solution qui s'applique à tous les cas. 

71. Cherchons les droites du complexe qui passent par un 
point p quelconque. Les quatre droites H, K, L et M déter- 
minent une congruence linéaire dont toutes les droites ap- 
partiennent au complexe. Pour avoir la droite de cette con- 
gruence qui passe par /?, construisons deux droites A et A' 
s'appuyant à la fois sur H, Ket L. Ces droites A et A' peuvent 
être considérées comme droites conjuguées par rapport à un 
complexe linéaire contenant la droite M et, par suite, la 
congruence. Une construction linéaire déjà indiquée donne 
le plan polaire m du point p relativement à ce complexe 
(n° W). Construisons pareillement deux droites B et B', s'ap- 
puyant à la fois sur H, K et M, puis le plan polaire 4* de/? par 
rapport au complexe linéaire contenant L et admettant B 
et B' pour droites conjuguées. L'intersection px des plans rs 
et ^1» est la droite appartenant à la congruence déterminée 
par H, K, L, M et passant par p. On obtiendra de même la 
droite py de la congruence déterminée par H, K, L et N. Le 
plan des deux droites/?^ et/?/ est le plan polaire du point/?, 
relativement au complexe défini par les cinq droites H, K, L, 
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M et N. Par suite, toutes les droites de ce plan qui passer 
par j[7 font partie du complexe. 

On déterminerait, d'une manière analogue, le pôle d' 
plan par rapport à un complexe linéaire dont on coiii 
cinq droites. 

De la construction qui vient d'être exposée, on coqcm 
que : Étant données cinq droites^ projectivement indépm 
dantes, il existe un complexe linéaire contenant ces c^j 
droites, et il n'en existe qu'un. 



: 



CHAPITRE m. 

GÉNÉRAUTÉS SUR LES COMPLEXES ET LES CONGRUENCES 

DE DROITES. 



I. — Lignes et surfaces focales d'une congruence. 

72. Nous allons tout d'abord donner une démonstration 
très simple (*) d'un beau théorème dû à Schônemann, auquel 
M. Mannheim a donné une portée considérable, dans sesiiu- 
portants travaux de Géométrie cinématique. Ce théorème s« 
déduit presque immédiatement des premiers éléments delà 
théorie des congruences linéaires. Il nous sera d'ailleiifi 
utile dans ce qui va suivre. On peut l'énoncer ainsi : 

Les normales aux surfaces trajectoires des points d'un so- 
lide invariablcy pour une position quelconque de cesoUà, 
s'appuient en général sur deux mêmes droites. 

Elles peuvent être, exceptionnellement, concourantes oi 
parallèles. 

Nous allons faire voir, en effet, que ces normales forraeiii 
une congruence linéaire. La proposition à démontrer dévie»- 



( * ) Cette démonstration se trouve résumée dans le Bulletin de la ^ 
ciété mathématique de France j t. XIX, p. 58. 
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dra alors une conséquence immédiate d'un théorème établi 
plus haut (n°54^). 

73. Par tout point de l'espace considéré comme appar- 
tenant au solide, dans une de ses positions particulières, 
passe une normale, la normale à la surface trajectoire de ce 
point. Nous établirons qu'il n'en passe qu'une, en démontrant 
que deux pareilles normales N et N' ne peuvent se rencon- 
trer, à moins que toutes les normales ne soient concou- 
rantes, ce qui correspondrait à l'un des cas exceptionnels 
prévus dans l'énoncé du théorème. Supposons, en effet, que 
N et N' se rencontrent en un certain point i : ou bien ce 
point sera fixe, aux infiniment petits d'ordre supérieur près, 
et alors toutes les normales iront y concourir; ou bien le 
point i sera mobile; mais, dans cette hypothèse, deux points 
du solide, respectivement situés sur N et N' décriraient des 
surfaces parallèles à la surface décrite par i, ce qui ne peut 
^avoir lieu que si les droites N et N' coïncident. 

D'ailleurs ce qui vient d'être dit, au sujet du point i, s'ap- 
plique quelque éloigné que l'on suppose ce point. Deux nor- 
males ne peuvent donc être parallèles à une même direction, 
à moins qu'elles ne soient toutes parallèles à cette direction. 

Du raisonnement qui précède nous concluons que, en 
dehors des deux cas signalés plus haut, il ne peut y avoir plus 
d'une normale passant par un point quelconque ni plus d'une 
normale contenue dans un plan quelconque. Ces droites 
forment donc une congruence linéaire et, par conséquent, 
s'appuient sur deux mêmes droites (n° ^k). 

74.. On peut déduire de là que : 

Les normales aux surfaces trajectoires des points d' une 
droite sont les génératrices d'un même système d' une surf ace 
gauche du second degré qui, exceptionnellement, peut se ré- 
duire à un plan. 

Remarquons d'abord que, d'après le théorème précédent 
(n<> 72), deux quelconques des normales aux surfaces trajec- 
toires des divers points d'une droite L ne peuvent se couper 
ou être parallèles, à moins que les normales correspondant à 
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tous les points de L ne concourent au point d'intersection des 
deux premières ou ne soient parallèles à leur direction com- 
mune. Dans ce cas particulier, les normales considérées sont 
toutes dans un même plan. 

Écartons ce cas exceptionnel. Il existe alors deux droites 
A et A', réelles ou imaginaires conjuguées, qui rencontrent 
chacune toutes les normales aux surfaces trajectoires des di- 
vers points de L (n® 72). Ces normales forment donc bien un 
système de génératrices rectilignes d'une surface gauche du 
second degré. 

75. Ce théorème va nous conduire à la notion et aux pro- 
priétés fondamentales des lignes ou surfaces focales d'une 
congruence de droites. Pour cela, nous allons démontrer la 
proposition suivante, que Ton trouve, sous une forme un peu 
différente, dans le Cours de Géométrie descriptive de M. Mann- 
heim (*) : 

Les droites d* une congruence quelconque, considérées comme, 
étant les diverses positions successives d'une même droite mo- 
bile, sont chacune tangentes aux surfaces trajectoires de deui 
de leurs points. 

En effet, soit L une droite quelconque d'une congruence. 
On peut considérer les droites de cette congruence, infiniment 
voisines de L, comme autant de positions particulières de la 
droite L que l'on aurait déplacée, ses divers points restant 
sur certaines surfaces trajectoires, dont l'une d'ailleurs peut 
être prise arbitrairement. 

Les normales aux surfaces trajectoires des points de L, 
menées aux divers points de cette droite, forment un système 
de génératrices d'une même surface gauche du second degré 
(n** 74.). Or il y a deux de ces génératrices, F et F', réelles ou 
imaginaires conjuguées, qui sont perpendiculaires à L : elles 
sont respectivement parallèles aux droites suivant lesquelles 
le cône asymptotique de la surface est coupé par un plan 
mené par son sommet perpendiculairement àL. Il résulte de 
laque les surfaces trajectoires des points /et/' de rencontre 



(') Deuxième édition, p. 279. 
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des droites F et F' avec la droite L sont tangentes à cette 
droite. 

76. Suivant des dénominations consacrées par Tusage, les 
points/ et/' sont les foyers de la droite L, les plans cp et cp' 
menés par L respectivement perpendiculaires à F et F' sont 
les plans focaux correspondants de cette même droite et le 
lieu des foyers/ et/' des diverses droites de la congruence 
est la surface focale de cette congruence. 

Cette surface focale se composera généralement de deux 
nappes, lieux respectifs des points / et /'. Il pourra néan- 
moins arriver que ces nappes soient deux surfaces géométri- 
quement distinctes. Dans certains cas aussi Tune d'elles se 
réduira à une ligne. Dans des cas encore plus particuliers, les 
deux nappes se réduiront à deux lignes distinctes ou à deux 
branches différentes d'une même courbe. Une ligne ou l'en- 
semble de deux ligues satisfaisant à ces conditions, c'est-à-dire 
rencontrant en deux points chaque droite d'une congruence, 
s'appelle /oca/e de cette congruence. On a vu précédemment 
que la focale d'une congruence linéaire est composée de 
deux droites (n* 54). 

77. Appelons surfaces d'une congruence les surfaces réglées 
dont les génératrices rectilignes sont des droites de cette con- 
gruence. Ces surfaces donnent lieu au théorème suivant : 

Les surfaces d'une congruence, qui contiennent une même 
droite de cette congruence, sont toutes tangentes en deux 
points de cette droite. Ces points de contact et les plans tan- 
gents correspondants sont respectivement les foyers et les plans 
focaux de la droite. 

En effet, déplaçons la droite L de la congruence sur l'une 
quelconque des surfaces de cette congruence qui la con- 
tiennent. Les tangentes aux trajectoires des foyers/ et/' de L 
sont situées respectivement dans les plans focaux <p et <p' 
(n<» 75). Puisque les plans cp et tp' passent tous deux par L et 
renferment respectivement les tangentes en /et/' à deux 
courbes tracées sur la surface, ce sont les plans tangents à 
cette surface en/ et en/'. 

S. 17 



^58 CHAPITRE m. 

78. La surface focale d'une congruence jouit d'une pro- 
priété importante, qui peut s'énoncer ainsi : 

Les droites d'une congruence sont doublement tangentes 
à la surface focale de cette congruence. 

Imaginons, en effet, que nous déplacions une droite quel- 
conque L de la congruence sur une des surfaces de celte con- 
gruence. Les foyers /et/' y décrivent respectiveaient des 
branches de courbes, qui appartiennent en même temps à la 
surface focale delà congruence. Par suite, les tangentes en 
/ et en/' à ces branches de courbes sont respectivement dans 
les plans focaux correspondants ^ et 9' (n^TT) et dans les 
pians tangentsen/et en/' à la surface focale. Toula droite 
menée par / dans le plan 9 est donc située dans le plan 
tangent, au même point, à la surface focale et, par suite, ces 
deux plans coïncident. 

On voit de même que le plan 9' est tangent en/' à la sur- 
face focale. 

79. Dans le cas ou le lieu d' un foyer f est une courbe {fo- 
cale), le plan focal correspondant cp est le plan déterminé 
par la droite L de la congruence, qui a pour foyer f, et par 
la tangente en ce point à la courbe. 

On s'en rend compte en considérant ce cas comme une 
limite du précédent. On s'en assure plus directement, en 
imaginant que la droite L se déplace, sans cesser d'appartenir 
à la congruence, et remarquant que le plan ^ coïncide avec 
le plan tangent en/ à la surface engendrée, lequel contient 
la droite L et la tangente en/ à la focale. 

80. Imaginons l'ensemble des surfaces d'une congruence 
qui passent par une même droite L de cette congruence et 
considérons les plans tangents à ces surfaces, en deux points 
quelconques a et 6 de L. Il est facile de voir que, dans ces 
deux faisceaux de plans, les plans tangents en a et 6 à une 
même surface se correspondent anharmoniquement. En effet, 
les surfaces gauches de la congruence, qui touchent en a un 
plan a quelconque passant par L, ont en outre, aux points/ 
et/', foyers de cette droite, les mêmes plans tangents ç et 9'; 
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par conséquent, elles se raccordent tout le Jong de L et ont 
en b le même plan tangent (3. On voit ainsi qu'à un plan a, 
appartenant au faisceau des plans tangents en a, correspond 
un plan unique p, appartenant au faisceau des plans tangents 
en b. En vertu du même raisonnement, le fait inverse a évi- 
demment lieu. Il y a donc correspondance anharmonique 
entre les plans a et p ; en d'autres termes : 

Les plans tangents correspondants, en deux points quel- 
conques d'une droite d'une congruence, aux surf aces de cette 
congruence qui passent par la droite, forment deux fais^ 
ceaux homo graphiques. 

81. Considérons encore les deux faisceaux formés des plans 
tangents en a et 6 aux surfaces de la congruence. Puisque 
ces faisceaux sont homographiques (n*80), il existe deux 
plans, réels ou imaginaires conjugués, passant par L, qui ré- 
sultent chacun de la coïncidence de deux plans homologues 
des deux faisceaux. Il y a, par suite, au moins deux surfaces 
(T et d' de la congruence qui ont chacune le même plan tan- 
gent en a et en b. Or on sait qu'en pareil cas le plan tangent 
est invariable en tous les points de la droite, sauf en l'un 
d'eux, où il est indéterminé. En conséquence, le plan tan- 
gent le long de L à la surface o- coïncidera, par exemple, avec 
le plan 9 (n<* 77), sauf au point/', où, devant en même temps 
coïncider avec 9' (n° 77), il sera indéterminé. De même, le 
plan tangent le long de L à la surface a' sera le plan 9', sauf 
en/, où il sera indéterminé, devant en même temps coïncider 
avec <p. On conclut de là que dans les surfaces o- et a' il existe 
respectivement deux génératrices rectilignes infiniment voi- 
sines de L, qui rencontrent cette droite, l'une en/, l'autre en 
/'. Ces génératrices étant des droites de la congruence, nous 
arrivons ainsi à un théorème remarquable, dû à Monge (*), 
que l'on peut énoncer de la manière suivante : 

Dans une congruence, une droite quelconque est rencontrée 
par deux des droites infiniment voisines. 



(*) Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1781, p. 685. 
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Nous avons établi en oulreque les deux points de rencontre 
sont les foyers de la première droite et que les plans passant 
respectivement par cette droite et les deux autres sont k 
plans focaux correspondants, 

11 résulte encore de ce qui précède que, parmi les surfaces 
de la congruence qui passent par une droite de cette con- 
gruence, il y a deux surfaces développahles. 

82. Nous signalerons, pour terminer ces considéralions gé- 
nérales sur les congruences, une conséquence immédiate de 
Tun des théorèmes précédents (n°80) qui donne lieu à qd 
énoncé assez élégant. Prenons quatre quelconques des sur- 
faces de la congruence qui passent par la droite L. Puisque 
les plans tangents en a et les plans tangents en 6 à ces quatre 
surfaces font respectivement partie de deux faisceaux hoino- 
graphiques, leurs rapports anharmoniques sont égaux. Donc: 

Pour quatre surfaces quelconques d*une congruence, con- 
tenant une même droite de cette congruence^ le rapport 
anharmonique des plans tangents à ces surfaces, en un point 
quelconque de la droite commune, reste constant, quand /f 
point se déplace sur cette droite, 

83. Ce théorème et celui dont nous l'avons déduit se trans- 
forment aisément, à Taide du principe de dualité. Il nous 
paraît inutile d'en donner les énoncés. 

Nous ferons enfin remarquer que la plupart des proposi- 
tions sur les congruences de droites, qui viennent d'ôtre ex- 
posées, peuvent s'étendre aux congruences de lignes courbes. 
On en trouvera l'énoncé et la démonstration dans les Leço^ 
sur la théorie générale des surfaces de M. Darboux (*). 

n. — Surface des singularités d'un complexe. 

84. Soit L une droite quelconque d'un complexe ^. ^^^ 
droites de ce complexe, qui passent par un point quelconque// 
de L, forment un cône qui contient cette droite. Le plan'!'» 

(») IP Partie, p. i à 8. 
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tangent au cône le long de L, peut être considéré comme cor- 
respondant à/?; il est tel que la courbe du complexe, qui y 
est située, est tangente en /> à L. Inversement, à un plan w pas- 
sant par L correspond un point/? de L, en lequel la courbe du 
complexe, située dans le plan m, est tangente à cette droite. 
Il est clair, d'ailleurs, que le cône du complexe, ayant son 
sommet en/?, est alors tangent au plan w le long de L. Ainsi 
se trouve établie, par l'intermédiaire du complexe €, une cor- 
respondance anharmonique entre les points de la droite L et 
les plans qui passent par cette droite. 

Soient :r la distance du point p à une certaine origine sur L 
et l'angle du plan w avec un certain plan fixe passant par 
cette droite. La correspondance anharmonique entre les 
points p et les plans m s'exprime par une relation de la forme 

(1) a: tango — Xtang6 — iix -h vr= o. 

85. Parmi les droites du complexe €, considérons celles pour 
lesquelles la relation précédente est telle que Xfx = v. Ces 
droites K forment une certaine congruence. Voyons de quelles 
propriétés particulières elles jouissent par rapport au com- 
plexe. La relation (i) peut alors s'écrire 

{x — X)(tangO — |jl) =0. 

On en conclut que, quelle que soit la valeur donnée à x, 
tang 9 conserve la valeur constante [x, c'est-à-dire qu'à tous 
les points d'une droite K correspond un seul et même plan co. 
Pareillement, quelle que soit la valeur donnée hd,x reste con- 
stamment égal à X, ce qui signifie qu'à tous les plans passant 
par K correspond sur cette droite un seul et même point o. 
Alors o est le point de contact de K avec toutes les courbes 
du complexe situées dans les plans passant par celte droite 
et 0) est le plan tangent le long de K à tous les cônes du com- 
plexe qui y ont leur sommet. 

Les droites présentant la particularité que nous venons de 
signaler ont reçu le nom de droites singulières du complexe. 
Les points tels que o et les plans tels que a> sont appelés res- 
pectivement points singuliers et plans singuliers de ce com- 
plexe. 
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86. Le cône du complexe, qui a pour sommet un point 
singulier o, admet comme génératrice la droite singulière K 
qui passe en o, et il résulte de ce qui précède (n« 85) que le 
plan tangent au cône, le long de la génératrice K, est indé- 
terminé. Par suite, K est une génératrice double du cône. 
On voit ainsi que : 

Les points singuliers d'un complexe sont les sommets des 
cônes de ce complexe qui possèdent une génératrice double. 

De même, les plans singuliers d'un complexe sont Us 
plans des courbes de ce complexe qui possèdent une tangente 
double. 

Cette proposition s'établit aussi aisément que la précédente. 
Elle en résulte d'ailleurs immédiatement, en vertu du prin- 
cipe de dualité. 

87. Les points singuliers d'un complexe forment évidem- 
ment une surface. Les plans singuliers de ce complexe enve- 
loppent de même une surface. Nous allons démontrer que ces 
deux surfaces n'en font qu'une et nous lui donnerons le nom, 
qu'elle mérile ainsi à un double titre, à^ surface des singula- 
rités du complexe. 

Considérons, à cet effet, une congruence C commune à 
deux complexes € et C Soit L une droite quelconque de 
cette congruence. Les deux complexes € et €' permettent 
respectivement, comme nous l'avons indiqué plus haut 
(n° 84), d'établir deux correspondances anharmoniques entre 
les points/? de L et les plans ts qui passent par cette droite. 
Les deux points /?, qui, en vertu de ces correspondances, 
correspondent à un même plan variable cr, forment deux sé- 
ries homographiques de points sur la droite L. Désignons par 
/ et/' les deux points communs à ces deux séries, par 9 et 9 
les plans qui leur correspondent respectivement, à la fois 
dans les deux correspondances. Les cônes des deux com- 
plexes, qui ont pour sommet commun le point /, ont pour 
génératrice commune la droite L et pour plan tangent com- 
mun, le long de cette génératrice, le plan 9. Il en résulte que 
la droite L', passant par/ dans le plan <p et infiniment voisine 
de L, appartient en même temps aux deux complexes C et €' 
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et, par suite, à la congruence C Le point /, étant à Tinter- 
section de deux droites infiniment voisines de cette con- 
gruence, est un foyer de celle-ci et le plan 9 qui les contient 
est le plan focal correspondant (n°81). Le point/' et le 
point 9' sont respectivement, pour les mêmes raisons, le 
second foyer et le second plan focal relatifs à la droite L. 

88. Il convient d'ailleurs de remarquer que le plan 9 n'est 
pas le plan tangent en /à la surface focale de la congruence. 
En effet, le plan des deux droites L et V, c'est-à-dire 
le plan 9, est tangent à celle des deux développables de 
la congruence passant par L, qui est circonscrite à la 
nappe focale contenant /'. Le plan 9 est donc tangent à la 
surface focale en/' et, de même, le plan 9' est tangent à 
cette surface en/. 

89. Supposons maintenant que O soit la congruence for- 
mée des droites singulières du complexe €. On peut con- 
sidérer cette congruence comme comprenant la totalité ou 
une partie des droites communes au complexe € et à un se- 
cond complexe €'. Soit K une droite singulière de €, o le 
point singulier situé sur K et co le plan singulier passant par 
cette même droite. En vertu de la correspondance anharmo- 
nique que le complexe €' nous permet d'établir entre les 
points de K et les plans passant par K (n° 84.), au point o cor- 
respond un certain plan coi et au plan w un certain point Oj. 
D'ailleurs, puisque K est une droite singulière du complexe €, 
en vertu de la correspondance anharmonique dérivant de ce 
complexe, au point o correspond un plan quelconque passant 
sur K et, en particulier, le plan w,. De même au plan w cor- 
respond un point quelconque de K et, en particulier, le 
point o, (n^ 85). Il résulte de là que les points o, o^ sont les 
foyers et que les plans w, wi sont les plans focaux afférents 
à la droite K de la congruence C (n° 87). D'ailleurs, suivant 
la remarque faite plus haut (n° 88), c'est le plan focal w qui 
est tangent en o à la nappe de la surface focale de la con- 
gruence O qui contient ce point. Cette surface focale se dé- 
compose donc ici en deux surfaces distinctes 'et l'une de 
celles-ci est en même temps le lieu des points singuliers et 
l'enveloppe des plans singuliers du complexe C. 



1 
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90. Le théorème très important que nous venons de dé- 
montrer peut s'énoncer de ]a manière suivante : 

Dans un complexe de droites, la surface lieu des points 
singuliers a pour plan tangent, en chaque point, le plan 
singulier correspondant. Cette surface est, par suite, iden- 
tique à la surface enveloppe des plans singuliers. Elle forme 
l'une des nappes de la surface focale des droites singulières. 

La démonstration si simple qui nous a servi à établir celle 
proposition fondamentale ne diffère que dans les détails de 
celle qui est due à M. Pasch (*). Elle fournit un heureux 
exemple de Tintervenlion de la Géométrie projective la plus 
élémentaire dans la solution d'une question dont l'Analyse 
ne vient à bout qu'avec un certain déploiement de calculs 
et sans y apporter plus de rigueur. 



CHAPITRE IV. 

LE COMPLEXE TÉTRAÊDRAL. 



L -— Définition et génération du complexe tétraédral. 

91. Le complexe connu sous le nom de complexe tétraé- 
dral, dont nous allons étudier dans ce Chapitre les princi- 
pales propriétés, est le plus simple des complexes du second 
ordre. 

En général, la surface des singularités d'un complexe qua- 
dratique est du quatrième degré et de la quatrième classe. 
Mais cette surface peut dégénérer en un système formé de 
quatre plans et des quatre points d'intersection de ces plans 
trois à trois, autrement dit se réduire à un tétraèdre. Le com- 



( ' ) Journal fur die reine und angewandte Mathematik von Borchardt, 
LXXVI Band (année 1873). 
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plexe correspondant se réduit alors lui-même à sa variété la 
plus simple, que Ton appelle le complexe tétraédraL 

92. Sans vouloir aborder ici Tétude du complexe général 
du second ordre, nous allons démontrer la proposition, que 
nous venons d'énoncer (n°91), concernant la surface des sin- 
gularités d'un pareil complexe (*), puisqu'elle nous sert de 
base pour définir le complexe tétraédral. 

Cherchons la classe de cette surface des singularités, c'est- 
à-dire le nombre des plans singuliers du complexe qui passent 
par une droite quelconque D. Les cônes du complexe qui ont 
pour sommets respectifs trois points quelconques de cette 
droite se coupent en huit points. Le plan qui passe par l'un 
de ces points et par la droite D est un plan singulier du com- 
plexe; car, parmi les droites du complexe qu'il contient, il y 
en a au moins trois qui passent par le point, ce qui exige que 
la conique du complexe située dans le plan soit infiniment 
aplatie. Les huit plans, obtenus de la sorte, coïncident d'ail- 
leurs deux à deux; parce que tout plan singulier renferme 
nécessairement deux points, les deux extrémités de la co- 
nique aplatie, en chacun desquels se croisent une infinité de 
droites du complexe. Il y a donc bien quatre plans singuliers 
du complexe qui passent par la droite D, et la surface des 
singularités est de la quatrième classe. 

On démontrerait d'une manière toute semblable, et l'on 
conclut d'ailleurs immédiatement de l'application du principe 
de dualité, que la surface des singularités est du quatrième 
degré (*). 

93. Il semble naturel d'admettre que cette surface puisse 
dégénérer en un ensemble de quatre plans et des quatre 
points résultant des intersections de ces plans, de manière 
à se réduire à un tétraèdre efgh. Les quatre points singu- 

(») Cette démonstration très simple est empruntée à M. Reye {Leçons 
sur la Géométrie de position, 2« édition^ traduction française de M. Che- 
min, t. II, p. 3oo). 

(") Cette surface, connue sous le nom de surface de Kummerj du nom 
de réminent géomètre qui l'a découverte et étudiée le premier, possède des 
propriétés très intéressantes qui ont fait l'objet de nombreuses recherches. 
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liers situés sur une droite quelconque seraient à l'intersec- 
tion de celte droite et des quatre faces du tétraèdre ; les quatre 
plans singuliers passant par une droite quelconque seraient 
les plans déterminés respectivement par cette droite et par 
les quatre sommets e,/, g^ h. Nous allons voir, en effet, qu'il 
existe un complexe quadratique admettant une pareille sur- 
face des singularités. 

Les droites singulières du complexe (n°85), devant être 
tangentes à la surface des singularités, ne peuvent être que 
des droites passant par un des sommets ou contenues dans 
une des faces du tétraèdre efgh. 

Cela posé, le cône du complexe qui a pour sommet un 
point quelconque m du plan d'une de ces faces, de la face efg 
par exemple, doit se décomposer en deux plans, dont Tinter- 
section m/, qui est une droite singulière du complexe, doit 
être tangente en m à la surface des singularités, c'est-à-dire 
être contenue dans le plan efg. D'autre part, les deux plans 
devant être tangents à la surface des singularités (n°90), il 
faut de toute nécessité que l'un soit le plan efg et l'autre le 
plan mlh; de sorte que le cône du complexe, ayant son som- 
met en m, se décompose en deux faisceaux de droites respec- 
tivement situés dans ces deux plans. On voit ainsi que toutes 
les droites passant par m dans le plan efg et, par conséquent, 
toutes les droites de ce plan appartiennent au complexe. 

On verrait de même, et l'on peut d'ailleurs conclure de ce 
qui vient d'être dit, en vertu du principe de dualilé, que toutes 
les droites qui passent par l'un quelconque des sommets du 
tétraèdre appartiennent également au complexe. 

94^. 11 résulte immédiatement de ce qui précède que tous 
les cônes d'un complexe tétraédral, si un tel complexe existe, 
passent par les quatre sommets du tétraèdre qui lui corres- 
pond. En effet, parmi les droites du complexe qui passent par 
un point quelconque/? se trouvent les droites qui joignent ce 
point aux quatre sommets du tétraèdre. Le cône du com- 
plexe, qui a son sommet en /?, contient donc ces quatre droites 
et, par suite, les quatre sommets du tétraèdre. 

On voit pareillement que toutes les coniques d'un complexe 
tétraédral, à supposer qu'un pareil complexe existe, sont 
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tangentes aux quatre faces du tétraèdre correspondant. En 
effet, les droites du complexe situées dans un plan rs quel- 
conque comprennent les droites d'intersection de ce plan 
avec les quatre faces du tétraèdre. La conique du complexe, 
contenue dans le plan tu, est donc tangente à ces quatre 
droites et, par conséquent, aux quatre faces du tétraèdre. 

95. Nous allons maintenant démontrer que dans le com- 
plexe tétraédral, s'il existe, le rapport anharmonique des 
quatre plans déterminés respectivement par une droite quel- 
conque de ce complexe et les quatre sommets du tétraèdre 
correspondant est constant. 

Nous démontrerons, pour cela, que ce rapport anharmo- 
nique est le même pour deux droites quelconques du com- 
plexe, et nous supposerons successivement que les deux 
droites soient et ne soient pas dans un même plan. 

Les deux droites L et L' étant supposées dans un même 
plan, soit p leur point d'intersection. Le cône du complexe 
qui a son sommet en p contient les quatre droites pe, /?/, 
pg Qiph (n<» 94.). Donc, d'après un théorème bien connu, le 
rapport anharmonique des quatre plans hpe, L/?/, hpg, Lph 
est égal au rapport anharmonique des quatre plans L'pe, 
LW, L'pg, Uph. 

Supposons maintenant que L et V soient deux droites 
quelconques du complexe. Il existe une infinité de droites de 
ce complexe qui rencontrent à la fois L et L'. En effet, le 
cône du complexe, ayant son sommet en un point arbitraire 
de L, coupe L' en deux points. Enjoignant l'un de ces points 
au point pris sur L, on obtient une droite A qui unit les deux 
droites L et L'. Mais, d'après la première partie de la dé- 
monstration, les rapports anharmoniques (Le, L/, hg, Lh) 
et (L'e, Vf, L'gy Uh) sont tous deux égaux au rapport anhar- 
monique (Ae, A/, A^, AA). Donc ils sont égaux entre eux, 
comme il s'agissait de le démontrer. 

96. L'existence et la génération du complexe tétraédral se 
trouvent maintenant établies. On voit, en effet, par ce qui 
précède, (\u*étant donné un tétraèdre, l'ensemble des droites, 
telles que les plans passant respectivement par l'une quel- 
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conque d'entre elles et par les quatre sommets du tétraèdn 
aient un rapport anharmonique constant, forme un com- 
plexe du second ordre, dont la surface des singularités it 
réduit aux quatre sommets et aux plans des quatre faces à\i 
tétraèdre. 

Nous appellerons tétraèdre principal et rapport anharmo- 
nique d'un complexe lélraédral le tétraèdre et le rapport 
anharmonique qui servent à le définir et à Tengendrer. Les 
sommets et les plans des faces de ce tétraèdre seront appelés 
respectivement points principaux et plans principaux du 
complexe. 

D*un remarquable théorème dû à Staudt, il résulte immé- 
diatement que le rapport anharmonique d'un complexe té- 
traédral est en même temps égal au rapport anharmonique 
des points d'intersection d'une droite quelconque de ce com- 
plexe avec les quatre faces du tétraèdre principal. 

97. Nous allons démontrer le théorème de Staudt, en dé- 
montrant d'abord la proposition suivante, sur laquelle nous 
aurons à nous appuyer : 

Étant donnés un triangle abc et une droite quelconquelidans 

son plan, le rapport anhar- 
Fig. 3. monique du faisceau formé 

de la droite D et des droites 
joignant un point quelconque 
m dèD aux points a, b,cest 
égal au rapport anharmo- 
nique du point m et des points 
71, p, q, ou la droite D m^^ 
respectivement les droites oc^ 
ca, ab. 

En effet, en désignant par / le point de rencontre de mael 
de bc {fig. 3), on a, d'après les propriétés les plus connues 
du rapport anharmonique : 

(/7Z, n,/?, q) = (/, /^, c, b)=. (m/, /w/2, mc,mb) 
= {ma, mn^ me, mb) = {mn, ma, mb, me). 
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98. Cela posé, le théorème de Staudl peut s'énoncer ainsi : 

Le rapport anharmo nique des points d'intersection d'une 
droite quelconque D avec les faces fgh, ghe, hef, efg d'un 
tétraèdre efgh est égal au rapport anharmonique des plans 
passant respectivement par D et par les sommets e,f, g, h de 
ce tétraèdre. 

Pour démontrer cette proposition, projetons coniquement 
du point e sur le plan/^/i les points d'intersection m, n, p, q 
de la droite D avec les faces /^A, ghe^ hef, efg du tétraèdre 
{Jig. 4)- Le point m coïncide avec sa projection. En dési- 
gnant par r, s, t les projections respectives de n, /?, q, on a, 




d'après une propriété fondamentale du rapport anharmo- 
nique, 

(i) (m,n,p,q)z=i{m,r,Syt), 

et, d'après le théorème préliminaire (n<» 97), 

(2) {m^ ryS,t)=: {mr,mf,mg, mh). 

D'autre part, en remarquant que les plans De, D/, l)g,Dh 
sont respectivement coupés par le plan fgh suivant les droites 
m/', mf, mg, mh, on a 

(3) (mr, mf, mg, mh) z=z (De, D/, D^, Dh). 



n 
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De la comparaison des relations (i), (a) et (3) on conclut 
(m, /i, p, q) = (D^, D/, D^, D/^). 

C'est ce qu'il s'agissait de démontrer. 

99. La corrélation qui existe entre les deux modes de gé- 
nération, que nous venons de donner, du complexe tétraé- 
dral se lie à une autre propriété intéressante de ce complexe, 
qui est la suivante : 

Un complexe tétraédral est polaire réciproque de lui-même 
relativement à toute surface du second degré, ayant pour 
tétraèdre autopolaire le tétraèdre principal de ce com- 
plexe. 

Soient e/gh le tétraèdre principal du complexe et x une 
(|uadrique admettant ce tétraèdre comme tétraèdre autopo- 
laire. Il s'agit de démontrer que toute droite L du complexe 
a pour conjuguée, par rapport à la quadrique %, une autre 
droite L' de ce même complexe. 

En effet, désignons par m, n, /?, q les points où la droite L 
rencontre respectivement les faces fghy ghe, hef, efg du 
tétraèdre principal. Les plans polaires des points m, n^pyfjj 
relativement à %, passent respectivement par la droite L' et 
par les points e, /, g, h, et l'on a, d'après un théorème bien 

connu, 

(L'e, L'/, Vg, Uh) = (m, n, p, q). 

Le rapport anharmonique des quatre plans L'e, L/, Vgf^f^ 
est donc égal au rapport anharmonique du complexe et, par 
conséquent, la droite L' fait partie de ce complexe (n°95). 

Le théorème que nous venons de démontrer établit une 
corrélation entre les propriétés du complexe tétraédral, àe 
telle sorte que, après avoir démontré une de ces propriétés, 
on peut en conclure immédiatement la propriété corréla- 
tive. 

100. On peut encore donner du complexe tétraédral deux 
modes de génération remarquables, qui vont faire l'objet de 
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deux théorèmes que nous allons établir. L'un de ces théo- 
rèmes peut s'énoncer ainsi : 

Les droites qui joignent les points homologues de deux 
figures homo graphiques à trois dimensions forment un com- 
plexe tétraédral. 

Démontrons d'abord que Tensemble de ces droites forme un 
complexe du second ordre. Il suffit, pour cela, de prouver que 
par tout point p d'un plan quelconque m il passe deux de ces 
droites. En effet, aux divers points de Tune des figures i qui 
sont contenus dans le plan gj correspondent dans la figure ho- 
mographique ^' des points contenus dans le plan gj' homologue 
de w. Tout point m' du plan cj' qui, joint à son homologue m 
dans le plan tj, donne une droite passant par/?, est néces- 
sairement sur la droite D' d'intersection de ces deux plans et 
le point m est, par suite, sur la droite 1) de ^, homologue de 
la droite D' de $\ Les points m et m' déterminent d'ailleurs 
respectivement sur D et D' deux séries homographiques. Il en 
résulte que les droites mm' enveloppent une conique dans le 
plan xs et, par conséquent, qu'il passe par le point /?, dans le 
plan xsy deux de ces droites, à savoir les deux tangentes me- 
nées de ce point à la conique. 11 est ainsi établi que le com- 
plexe considéré est du second ordre. Nous allons maintenant 
faire voir que c'est un complexe tétraédral. 

On sait que, étant données deux figures homographiques à 
trois dimensions, il existe quatre points e, /, gy A, en chacun 
desquels deux points homologues des deux figures coïncident. 
Toute droite, passant par l'un quelconque de ces points, de- 
vant être considérée comme joignant deux points homologues 
des deux figures, fait partie du complexe. 

Cela posé, prenons arbitrairement un couple de droites/?/ 
et pV du complexe, passant en un même point quelconque p. 
Le cône du complexe, dont p est le sommet, contient les six 
droites pe^ pfy pg^ ph, pl^ pl\ et, comme il est du second 
degré, le rapport anharmonique des quatre plans/?e/, /?//, pgl^ 
phlQ^i égal au rapport anharmonique des quatre plans /?e/', 

Pf^'y Pgl'> Phl'. 

Considérons maintenant deux droites quelconques L, U du 

complexe, non situées dans un même plan, et soit A Tune 
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des droites de ce complexe qui rencontrent à la fois L et L'. 
Les rapports anharmoniques des quatre plans Le, L/, Lg, 
Lh et des quatre plans L'e, L'/, L'g, L7i sont, d'après ce qui 
vient d'être démontré, égaux tous deux au rapport anharmo- 
nique Ae, A/, A^, \h. Donc ils sont égaux entre eux. Le 
complexe étudié est donc bien un complexe tétraédral (n»95). 
Il résulte de la démonstration précédente que le tétraèdre 
principal de ce complexe a pour sommets les points coïnci- 
dents des deux figures 1 et £', 

101. On démontrerait d'une manière toute semblable le 
théorème corrélatif du précédent, qui s'en conclut d'ailleurs 
immédiatement par voie de dualité et s'énonce ainsi : 

Les droites d'intersection des plans homologues de deux 
figures homo graphiques forment un complexe tétraédral. 

Il convient de remarquer que deux figures homographiques 
donnent naissance au même complexe tétraédral, que Ton 
considère celui-ci comme lieu des droites joignant les points 
homologues des deux figures, ou comme lieu des droites d'in- 
tersection des plans homologues de ces deux figures. C'est là 
une conséquence immédiate de la double définition du com- 
plexe tétraédral (n^Oô) et de ce fait connu que les quatre 
plans, qui résultent chacun de la coïncidence de deux plans 
homologues de deux figures homographiques, sont les plans 
des faces du tétraèdre qui a pour sommets les points en cha- 
cun desquels coïncident deux points homologues des deux 
figures. 

II. — Quadriques d'un complexe tétraédral. 

102. Par deux droites quelconques d*un complexe tétraé- 
dral et les points principaux de ce complexe passe une surface 
réglée du second degré, dont un système de génératrices rec- 
tilignes est composé de droites du complexe. 

En effet, soient L et L' deux droites quelconques du com- 
plexe. Les plans Le, L/, L^, Lh et les plans L'e, L'/, Ug, Uh 
font respectivement partie de deux faisceaux homographiques, 
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puisque le rapport anharmonique des quatre premiers est 
égal à celui des quatre autres (n°95). La droite d'intersection 
de deux plans homologues quelconques de ces deux faisceaux 
engendre par suite une surface du second degré, qui contient 
les droites L et L', ainsi que les points e,/, g, A, puisqu'elle 
contient les droites E, F, G, H, suivant lesquelles les plans Le, 
L/, L^, LA coupent respectivement les plans L'e, Uf,Ug,L'li, 

Nous allons maintenant démontrer qu'une quelconque des 
génératrices rectilignes de la surface, faisant partie du système 
auquel appartiennent L et L', est une droite du complexe. 

En effet, une telle génératrice h" s'appuie sur les droites 
E, F, G, H, puisque ces droites sont des génératrices recti- 
lignes de l'autre système, et, d'après un théorème bien 
connu, le rapport anharmonique des quatre plans L''E, L"F, 
L^'G, L"H est égal à celui des quatre plans LE, LF, LG, LH, 
c'est-à-dire au rapport anharmonique du complexe. Or les 
plans L'^E, L^'F, L"G, U'YL passent respectivement par la 
droite U' et les quatre points principaux e, /, g, h. Cette 
droite satisfait donc bien à la loi qui régit toutes les droites 
du complexe. 

103. Nous appellerons quadriques circonscrites du com- 
plexe tétraédral les surfaces réglées du second degré, dont 
nous venons de définir le rôle par rapport au complexe. Ces 
quadriques satisfont à cinq conditions communes; en effet, 
elles doivent toutes contenir les quatre points principaux du 
complexe et le rapport anharmonique des quatre plans qui 
passent respectivement par ces quatre points et par une quel- 
conque des génératrices rectilignes de l'un des systèmes 
d'une pareille quadrique doit être égal au rapport anharmo- 
nique du complexe. Les quadriques circonscrites d'un com- 
plexe tétraédral forment donc un ensemble quadruplement 
infini. Cet ensemble comprend, outre des surfaces gauches, 
des cônes et des cylindres, qui sont les cônes et les cylindres 
du complexe. 

104. Du théorème précédent on conclut immédiatement 
un théorème corrélatif, qui peut s'énoncer ainsi : 

Par deux droites d'un complexe tétraédral on peut faire 

S. 18 



274 APPENDICE. — CHAPITRE IT. 

passer une surface du second degré tangente aux quatre 
plans principaux de ce complexe. Un des systèmes de gêné- 
ratrices rectilignes de cette surface est formé de droites du 
complexe. 

105. Nous appellerons les surfaces du second degré dont 
il est question dans ce théorème les quadriques inscrites du 
complexe tétraédral. Ces quadriques satisfont à cinq condi- 
tions communes; en effet, elles sont tangentes aux quatre 
plans principaux du complexe, et le rapport anharmonique 
des points de rencontre de ces quatre plans avec une quel- 
conque des génératrices rectilignes de Tun des systèmes 
d'une pareille quadrique doit être égal au rapport anharmo- 
nique du complexe. Les quadriques inscrites d'un complexe 
tétraédral forment donc un ensemble quadruplemenl infîni. 
Elles comprennent, comme cas particuliers et limites, les co- 
niques du complexe. 

106. Il résulte immédiatement des deux théorèmes qui 
viennent d'être établis (n<»^ 102 et 104) que par deux droites 
quelconques d'un complexe tétraédral on peut faire passer 
deux quadriques de ce complexe, l'une circonscrite, l'autre 
inscrite à son tétraèdre principal. 

Imaginons une surface gauche dont les génératrices recti- 
lignes soient des droites du complexe. Par une quelconque 
de ces génératrices et une autre génératrice infiniment voi- 
sine passeront deux quadriques du complexe, l'une inscrite, 
l'autre circonscrite, qui, à la limite, se raccorderont avec la 
surface gauche, le long de la première génératrice. 

107. Voici une méthode simple pour construire Vune quel- 
conque des quadriques circonscrites d' un complexe tétraédral, 
connaissant le tétraèdre principal efgh et le rapport anhar- 
monique p qui le déterminent. 

Par e et /faisons passer respectivement deux droites quel- 
conques E et F; puis du point h menons une droite s'ap- 
puyant à la fois sur E et sur F. Soient e' et/' les points de 
rencontre respectifs de cette droite avec E et F. Prenons sur 
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la même droite un nouveau point ^', tel que le rapport anhar- 
monique (e', /', g', h') soit égal au rapport anharmonique 
donné p du complexe. Une droite mobile L, s'appuyant con- 
stamment sur E, sur F et sur la droite G qui joint g et g', 
engendrera une quadrique du complexe circonscrite au té- 
traèdre efgh. En effet, soit H la génératrice rectiligne de la 
quadrique, du même système que E, F et G, qui passe par h. 
On voit que les quatre plans passant respectivement par la 
droite mobile L et par les droites fixes E, F, G, H, c'est-à-dire 
par les points e, /, g, h, ont un rapport anharmonique égal 
à p, ce qui montre bien que la droite L fait partie du complexe. 

108. La détermination d'une quadrique circonscrite du 
complexe dépend des directions des droites E et F, qui peu- 
vent être choisies arbitrairement. On reconnaît ainsi, comme 
on Ta déjà vu plus haut, que ces quadriques forment un en- 
semble quadruplement infini. 

Une méthode analogue à la précédente, et s'en déduisant 
d'ailleurs dualistiquement, permettrait de construire les qua- 
driques inscrites du complexe tétraédral. 

109. On peut se proposer les problèmes inverses des deux 
précédents, consistant à trouver un complexe tétraédral, dont 
on donne une quadrique inscrite ou circonscrite. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'une quadrique 
circonscrite. Prenons arbitrairement sur cette surface quatre 
points e, /, gy hy non contenus dans'un même plan, et consi- 
dérons les génératrices d'un même système E, F, G, H de la 
quadrique, qui passent respectivement par ces quatre points. 
D'après un théorème bien connu que nous avons déjà rappelé, 
les quatre plans passant respectivement par l'une quelconque 
des génératrices rectilignes L de la surface appartenant à 
l'autre système, et par les droites E, F, G, H, c'est-à-dire par 
les points e, /, gy /j, auront un rapport anharmonique con- 
stant p. Par conséquent, les génératrices L de la quadrique 
feront partie du complexe tétraédral dont les points e,/, gy h 
sont les points principaux et dont p est le rapport anharmo- 
nique. Cette quadrique, qui contient d'ailleurs les points e, /, 
gy hy sera donc une quadrique circonscrite du complexe 
tétraédral ainsi déterminé. 
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On verrait de même que toute quadrique gauche peut être 
considérée comme quadrique inscrite d'un complexe tétraé- 
draly qui aurait pour plans principaux quatre plans tangents 
quelconques de la quadrique» ne se coupant pas en un même 
point. 

III. — Cubiques gauches d'un complexe tétraédral. 

110. Par les points principaux e, /, g, h d'un complexe 
tétraédral et par deux points p et/?', pris arbitrairement, qui 
ne soient par suite en ligne droite avec aucun des quatre 
points principaux, on peut faire passer une cubique gauche Cj 
et une seule. Supposons que les points p et p' soient pris 
sur une des droites du complexe. Il est facile de voir que 
toutes les cordes et, en particulier, toutes les tangentes de 
la cubique C3 seront alors des droites du complexe. Une pre- 
mière corde de cette cubique est la droite pp'y qui, par hy- 
pothèse, appartient au complexe. Considérons une autre 
corde qq'y joignant deux points quelconques q et q' de C3. 
D'après un théorème bien connu, le rapport anharmonique 
des quatre plans qui passent par la droite qq' et par les points 
^>/> gi ^ de la cubique C3 est égal au rapport anharmonique 
des plans qui passent par la droite pp' et par les mêmes 
points. Or ce rapport anharmonique est égal à celui du com- 
plexe. Donc la droite qq' fait partie du complexe. 

Les cubiques telles que C3, dont les cordes sont des droites 
du complexe, sont complètement déterminées, quand on les 
assujettit à passer par un point p arbitraire et par un second 
point p', pris sur le cône du complexe, qui a son sommet 
en p. Leur ensemble dépend, par suite, de trois paramètres 
variables. Nous avons donc démontré ce théorème : 

// existe une infinité triple de cubiques gauches dont les 
cordes appartiennent à un même complexe tétraédral. 

Ces cubiques passent par les points principaux du com- 
plexe. 

Par deux points pris arbitrairement sur une droite quel- 
conque du complexe il passe une de ces cubiques et il n'en 
passe qu'une. 
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111. On peut dire que, parmi les cubiques gauches, en 
nombre quadruplement infini, qui passent par les quatre 
points principaux d'un complexe tétraédral, celles-là sont 
des cubiques du complexe qui sont capables d'un rapport 
anharmonique égal à celui du complexe, c'est-à-dire qui sont 
telles que les plans passant par une corde quelconque de 
cette cubique et les quatre points principaux aient un rap- 
port anharmonique égal à celui du complexe. 

112. Lorsque la droite/?/?' passe par l'un des points princi- 
paux du complexe, le point e par exemple, la cubique C3 se 
décompose en cette droite et en une conique circonscrite au 
triangle /^A. Le théorème énoncé plus haut (n<»110) subsiste 
néanmoins ; les cordes de la cubique sont, d'une part, les 
cordes de la conique, c'est-à-dire les droites du plan fgh^ qui 
on l'a vu (n°93), appartiennent bien au complexe, et, d'autre 
part, les droites, faisant également partie du complexe, qui 
joignent un point quelconque de /?/?' à un point quelconque 
de la conique. 

113. Par une droite quelconque L d'un complexe tétraédral 
passent une infinité de quadriques circonscrites de ce com- 
plexe (n<» 103). Considérons deux de ces quadriques. Ces 
deux surfaces, ayant une génératrice rectiligne commune L, 
se coupent en outre suivant une cubique gauche, qui ren- 
contre, comme on le sait, la droite L en deux points et qui 
passe par les quatre points principaux du complexe, puisque 
ces quatre points appartiennent à la fois aux deux qua- 
driques (103). Cette cubique est, par suite, une cubique du 
complexe. De là le théorème suivant : 

Deux quadriques circonscrites d^un complexe tétraédral, 
qui ont en commun une droite du complexe, se coupent sui- 
vant une cubique de ce complexe. 

\\h. Soient L, L', h" trois droites quelconques d'un com- 
plexe tétraédral. Par L et L' passe une des quadriques cir- 
conscrites de ce complexe. Par L et If passe une autre de 
ces surfaces. Ces deux quadriques, ayant en commun la 
droite L, se coupent suivant une cubique gauche. Cette 
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courbe a, d'ailleurs, pour cordes la droite L et par suite aussi 
les droites L' et L". Elle passe en outre, comme les deux sur- 
faces dont elle est l'intersection, par les quatre points prin- 
cipaux du complexe. C'est donc une cubique de ce complexe. 
On remarquera que la démonstration précédente serait en 
défaut, si les trois droites étaient trois génératrices d'un 
même système d'une quadrique circonscrite du complexe. En 
conséquence, on peut dire que : 

Trois droites d'un complexe tétraédral, qui ne sont pas des 
génératrices dUm même système d'une quadrique circonscrite 
du complexe, sont des cordes d'une même cubique de ce com- 
plexe. 



CHAPITRE V. 

GÉNÉRATION DES GONGRUENCES DE DROITES DU PREMIER 
ORDRE ET DE CLASSE QUELCONQUE. 



115. Conformément à une définition générale donnée plus 
haut (n° 3), une congruence de droites du premier ordre et 
de la /i*^""® classe est un ensemble doublement infini de 
droites, tel que par tout point arbitraire il en passe uneel 
une seule, et qu'il y en ait n d'entre elles contenues dans un 
plan quelconque. 

Kummer, dans un Mémoire célèbre (^), a fait connaître un 
mode de génération de ces congruences de la plus élégante 
simplicité. On peut, comme nous allons le faire, établir ce 
résultat si remarquable par une voie plus directe que celle 
suivie par l'illustre géomètre {^). Le mode de raisonnement 
qui nous servira n'est qu'une généralisation de celui par 

( *^ Ueber die algebraîschen strahlen Système {Mathematische Abhand- 
lungen der kôniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
année 1886, p. i à 120). 

(■) Nous avons déjà publié une Note sur ce sujet dans les Bendiconti del 
Circolo matematico di Palermo, t. VI, p. 63 à 67 ; 1892. 
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lequel nous avons déjà démontré la propriété fondamentale, 
que possèdent les droites d'une congruence linéaire, de ren- 
contrer deux mêmes droites fixes (n° 54). 

116. Commençons par établir deux propositions prélimi- 
naires, concernant les congruences du premier ordre et de 
la Ai»^'^^ classe, que nous appellerons, pour abréger le langage, 
congruences (j, n). 

Les droites d'une congruence (i, n), qui rencontrent une 
même droite fixe arbitraire^ forment une surface gauche du 
{n-\- i)iè°^« degré (*). 

Par la droite ^\\e D faisons passer un plan quelconque w. 
Il est bien clair que ce plan ne peut couper la surface gauche 
0-, qui vient d'être définie, que suivant une ou plusieurs 
droites; car une droite de la congruence, qui rencontre D, 
ne peut couper le plan m en un second point, sans y être 
contenue tout entière. Or, par définition même, n droites 
de la congruence sont dans le plan xs. D'ailleurs, la droite D 
est une ligne simple de o-, puisque par chaque point de D 
passe une droite, et une seule, de la congruence. La surface 
gauche a est ainsi coupée par tout plan contenant D suivant 
il -t- I droites. Elle est donc du {n -+- i)'««^e degré. 

117. Les diverses surfaces gauches engendrées par les 
droites d'une congruence (i, n), qui s'appuient sur des 
droites d'un même plan, concourant en un même point, 
forment un faisceau ponctuel et ont, en plus de n -i-i droites 
communes, une intersection commune de degré n{n -t-i) ("). 

Soit un faisceau de droites D, situées dans un même plan gj 
et concourant en un même point p. Chaque droite D donne 
lieu à une surface gauche o-, engendrée par les droites de la 
congruence qui la rencontrent. Par tout point a, pris arbi- 
trairement, passe une des surfaces o- et une seule. Par ce 
point, en effet, passe une droite L, et une seule, de la con- 
gruence. Cette droite L est rencontrée par une des droites D, 



(*) Ce théorème est une généralisation de celui qui a été énoncé et dé- 
montré au n® 52. 
(') Ce théorème généralise celui qui fait l'objet du n" 53. 
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celle qui joint /> à la trace de L sur le plan gj, et à celle 
droite D correspond une des surfaces o-, la seule qui passe 
par le point a. Ces surfaces étant assemblées de telle ma- 
nière que par un point quelconque il en passe une, et une 
seule, forment un faisceau ponctuel. Elles ont d'ailleurs en 
commun les n droites de la congruence situées dans le plan 
GT et la droite de cette congruence qui passe par le point p ; 
le reste de leur intersection est donc d*un degré 

(/i + i)' — n — iznz n{n 4-i). 

Il est facile de voir que ce lieu de degré n{n 4- 1) est ren- 
contré en deux points par chacune des droites de la con- 
gruence. En effet, une droite quelconque L de la congruence 
doit couper en /iH-i poinis Tune quelconque des surfaces 
gauches d'ordre n h-i considérées plus haut (n* 116), soit la 
surface o-. Mais la droite L, faisant partie d'une de ces sur- 
faces gauches, ne peut couper cr que sur Je lieu C, de degré 
/i(/i-Hj), intersection commune de ces surfaces. D'ailleurs L 
ne peut rencontrer le lieu C en un point unique; car ce lieu 
serait une ligne multiple d'ordre nn-i sur la surface <7, ce 
qui est impossible. D'autre part, la droite L ne peut s'ap- 
puyer sur C en plus de deux points; car alors l'ensemble dont 
elle fait partie ne serait pas doublement infmi. Donc L ren- 
contre C en deux points. 

118. Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 
suivante : 

Excepté la congruence du premier ordre et de la troisième 
classe, composée des cordes d'une cubique gauche, toute con- 
gruence du premier ordre et de la /i«ème classe est formée des 
droites qui s'appuient à la fois sur une même droite et sur 
une même courbe gauche du n^^^^ degréy rencontrant cette 
droite en n — i points. 

Reprenons le faisceau des droites D concourant en un 
même point arbitraire /?, dans un même plan arbitraire cj, 
et considérons le faisceau des surfaces gauches o-, engen- 
drées par l'ensemble des droites L de la congruence, en s'ap- 
puyant sur les diverses droites D. Le lieu C de degré /i ( /i -h i ), 
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ialerseclion commune des surfaces o-, qui est rencontré en 
deux points par chacune des droites L, pourra être indécom- 
posable ou se dédoubler. Examinons successivement ces 
deux hypothèses. 

119. Première hypothèse, — Soit h le degré de C. Par un 
point quelconque a de C et la droite D, qui détermine la sur- 
face (7, faisons passer un plan. Ce plan coupe C en A — i autres 
points b. Par chaque point a de C passent donc h — i géné- 
ratrices de 0-. Donc C est d'ordre de multiplicité h — i sur o-. 
Les n -\- 1 points de rencontre de la génératrice ab de cette 
surface avec l'une quelconque des autres surfaces o- du même 
faisceau se composent donc de A — i fois les points a et b. D'où 

7.{h — 1) =: /l H- I. 

Coupons C par un plan quelconque. Les h points d'inter- 
section, joints deux à deux, donnent les — ^^ droites de la 

2 

congruence situées dans ce plan. Donc 

\h{h — i) = n. 

Des deux relations précédentes on conclut immédiatement 
les deux solutions 

A m 2, /i z= I et A = 3, /ii=i3. 

La première de ces solutions représente une congruence 
linéaire spéciale, dans laquelle les deux droites directrices 
coïncident: elle est sans intérêt. La seconde donne lieu à 
une congruence du premier ordre et de la troisième classe, 
formée des cordes d'une cubique gauche. On aurait pu pré- 
voir ce dernier résultat en observant que la cubique est la 
seule courbe gauche qui n'ait qu'un point double apparent, 
condition essentielle pour qu'une courbe soit la directrice 
unique d'une congruence du premier ordre. 

120. Deuxième hypothèse. — Soient h et k les degrés des 
deux lignes Ch, et Ca:, en lesquelles C se décompose. Par un 
point quelconque a de C^ et la droite D, qui détermine o-, 
faisons passer un plan. Ce plan coupe C^ en k points b. Par 
chaque point a de Ch passent ainsi k génératrices de gt. Donc, 
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sur la surface o-, C/, est d'ordre de multiplicité k et, de même, 
Cjt est d'ordre de multiplicilé h. Les n h- i points de ren- 
contre de la génératrice ab de a avec Tune quelconque des 
autres surfaces o- du même faisceau se composent donc de 
k fois le point a et de h fois le point b. D'où 

h -k- k z=L n -{- i , 

D'autre part, on obtiendra les n droites de la congruence, 
situées dans un plan quelconque, en joignant de toutes les 
manières possibles les h points où ce plan coupe Cy^auxA 
points où il coupe C^t- Donc 

hk^z n. 

Des deux relations précédentes, on conclut 

/i=:i, kz=n ou bien h=:n, A- = i. 

Ces deux solutions n'en font qu'une : elles donnent lieu à 
une congruence du premier ordre et de la /i'*"® classe, com- 
posée de droites s'appuyant à la fois sur une droite A et sur 
une courbe gauche C„ du w'«"*' degré. 

Il est d'ailleurs facile de voir que A rencontre €„ en /i — i 
points. En effet, par un point quelconque de l'espace ne doit 
passer qu'une droite de la congruence. Or cette droite doit se 
trouver à l'intersection du cône ayant ce point pour sommet 
et Cn pour directrice avec le plan passant par ce même point 
et la droite A. Pour qu'une seule des n droites ainsi obtenues 
convienne à la congruence, c'est-à-dire s'appuie, en des points 
différents, sur C^ et sur A, il faut et il suffit que A rencontre C« 
en n — I points. 

Ainsi se trouve établi le mode de génération le plus gé- 
néral d'une congruence du premier ordre et de la n^^"'"' classe. 
On en conclut, comme cas particulier, que les droites d'une 
congruence du premier ordre et de la première classe s'ap- 
puient sur deux mêmes droites (n° 53). 

Le principe de dualité permettrait de conclure aisément de 
ce qui précède un mode de génération simple des congruences 
de la première classe et d'un ordre quelconque. 
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NOTE A. 

ÉQUATION GÉNÉRALE DU COMPLEXE LINÉAIRE. 

Considérons un vecteur de longueur V sur l'une quelconque 
des droites d'un complexe linéaire. Désignons par U la pro- 
jection de ce vecteur sur l'axe du complexe et par K son mo- 
ment relatif à cet axe. En appelant 9 l'angle des droites consi- 
dérées et r leur plus courte dislance, on a immédiatement 

U = Vcos0, KurVrsinÔ; 
d'où 

p=:/'tang0. 

Mais, pour les diverses droites du complexe, r tang^ est 
constant et égal au paramètre c de ce complexe {n° 38). On a 
donc 

(I) û=^' 

c'est-à-dire qu'il y a proportionnalité entre la composante 
parallèle à Vaxe du complexe d'un vecteur quelconque porté 
sur une droite quelconque de ce complexe et le moment de ce 
vecteur par rapport au même axe. 

Considérons un système de trois axes coordonnés rectan- 
gulaires quelconques OX, OY, OZ. Sur chaque droite du com- 
plexe portons une longueur arbitraire V, dans n'importe quel 
sens. Soient X, Y, Z les projections du vecteur ainsi obtenu 
sur les trois axes coordonnés, L, M, N les moments de ce vec- 
teur par rapport aux mêmes axes. 

Ces éléments X, Y, Z, L, M, N ou plutôt les rapports de cinq 
d'entre eux au sixième peuvent être considérés comme les 
coordonnées de la droite. Ces éléments vérifient d'ailleurs 
identiquement la relation bien connue 

LX-HMY-hNZ=:o. 
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Soient jr^y^zles coordonnées d'un point fixe quelconque 
de Taxe du complexe, a, j3, y les angles de Tune quelconque 
des directions de cet axe avec les axes coordonnés. La projec- 
tion U du vecteur V sur Taxe du complexe a pour expression 

U=: Xcosa-HYcos^ H-Zcosy. 

On sait également que le- moment K du vecteur V par rap- 
port au même axe est donné par la relation 

K = (L -H :;¥ — yZ) cosa H- (M + ;rZ — jsX) cosp 
-h (N -hjX — J7Y) cosy. 

En substituant ces expressions de K et de U dans la rela- 
tion (i) qui définit le complexe et que nous écrirons 

K + Xti=o, 

on obtient une équation linéaire et homogène entre les six 
éléments X, Y, Z, L, M et N. On peut récrire 



(2) 

en posant 



(3) 



AX 4- B Y 4- CZ 4- DL 4- EM 4- FN = o. 



Xcosa 
Xcos(3 
Xcosy 



(4) 



^cosy 
jcosa 

I cosa 
cos(3 
cosy 



jcosy 
2 cosa 
j?cosp 

:=?E, 

= pF, 



= pA, 
= pB, 

= pC; 



p désignant un coefficient de proportionnalité. 

Inversement, toute équation telle que (2), linéaire et homo- 
gène entre les coordonnées X, Y, Z, L, M et N définit, quels 
que soient les coefficients A, B, C,D, E, F^ un complexe li- 
néaire. 

Pour établir cette proposition, il suffit de montrer que le 
système des équations (3) et (4) permet de déterminer a:,y^ 
Zy a, (3 et y. 
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Or, des équations (4) on conclut immédiatement cosa, 
cosp, cosy, après en avoir déduit 



D'autre part, en ajoutant les équations (3), après les avoir 
multipliées respectivement par cosa, cosp, cosy, on obtient 

(5) l = p^M) + BE + CF) = ^^±^^^. 

Les équations (3) linéaires par rapport aux seules inconnues 
restantes a:, y, z se réduisent à deux, en raison de la va- 
leur (5) donnée à 1, On peut dès lors les considérer comme 
étant les équations de trois plans qui se coupent suivant une 
même droite. Le complexe linéaire, qui a pour axe cette 
droite et dont le paramètre est déterminé par la relation (5) 
est donc bien défini par l'équation (2). 

Pour que le complexe linéaire soit un complexe spécial, il 
faut et il suffit que le paramètre X soit nul et, par suite, que 
les coefficients de l'équation (2) vérifient la relation 

AD 4- BE 4- CF = o. 



NOTE B. 

SUR LE ROLE DU COMPLEXE LINÉ4IRE DANS L4 CINÉMATIQUE 
ET LA STATIQUE DES SOLIDES INVARIABLES. 

Le rôle du complexe linéaire dans la théorie du déplace- 
ment d'un solide invariable peut, en quelque sorte, se ré- 
sumer dans le théorème suivant : 

Les normales aux trajectoires des divers points d*un solide 
en mouvement y pour une position quelconque de ce solide, font 
partie d'un m.ême complexe linéaire, 

La démonstration de ce théorème est des plus simples. 
En effet, en un point quelconque a de l'espace, considéré 
comme appartenant au solide, dans Tune de ses positions, 
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les normales à la trajectoire de ce point sont dans un même 
plan, à savoir le plan normal a à celte trajectoire. D'ailleurs, 
toutes celles des normales aux trajectoires des divers points 
du solide qui passent en a sont contenues dans le plan a; car 
une telle droite est normale aux trajectoires de ses divers 
points et, en particulier, à la trajectoire du point a; par con- 
séquent, elle est nécessairement dans le plan normal a. Les 
normales considérées étant telles que toutes celles qui 
passent par un môme point sont dans un même plan, leur 
ensemble forme un complexe linéaire (n° 9). 

Il est facile de voir que, réciproquement, tout complexe 
linéaire peut être considéré comme formé par les normales 
simultanées aux trajectoires d'un solide invariable (*), 

En effet, prenons cinq droites du complexe, projectivement 
indépendantes. Sur chacune de ces droites marquons un point 
et par ce point faisons passer un élément de droite perpen- 
diculaire au plan polaire correspondant. Les cinq éléments 
rectilignes ainsi obtenus définissent le déplacement infini- 
ment petit du solide auquel appartiennent les cinq points. 
D'ailleurs, ainsi que nous l'avons démontré, les normales 
aux trajectoires de ce solide, dans sa position actuelle, forment 
un complexe linéaire. Ce complexe et le complexe donné 
coïncident nécessairement, puisqu'ils ont cinq droites com- 
munes (n*" 71). 

Le complexe linéaire intervient également dans la théorie 
des systèmes de forces, comme le montre le théorème sui- 
vant : 

Etant donné un système de forces appliquées à un solide, 
les droites, par rapport à chacune desquelles la somme des 
moments de ces forces est nulle, forment dans leur ensemble 
un complexe linéaire. 

Cherchons en effet les droites qui, passant par un point pris 
arbitrairement a, jouissent, par rapport à un système de 
forces d'ailleurs quelconque, de la propriété indiquée dans 



( ') La démonstration que nous donnons ici de cette réciproque est em- 
pruntée à M. Jaggi {Nouvelles Annales de Mathématiques, 3' série, t. IV, 

p. 85.) 
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renoncé précédent. Dans ce but, imaginons le vecteur ak issu 
du point «, qui représente le moment résultant du système 
de forces, par rapport à ce point. On sait que la somme des 
moments de ces forces par rapport à une droite quelconque 
ax^ passant en a, est représentée proportionnellement par la 
projection de ak sur ax. Par conséquent, les droites par rap- 
port à chacune desquelles cette somme de moments est nulle 
sont perpendiculaires à aÂ:; elles sont donc dans un même 
plan. C*est bien la propriété caractéristique des droites d'un 
complexe linéaire (n®9). 

En prenant ce théorème comme point de départ, on peut se 
proposer de traduire dans le langage de la Statique les prin- 
cipales propriétés du complexe linéaire. Nous devons nous 
borner ici à cette indication générale, pour ne pas sortir des 
limites que nous nous sommes tracées. 



NOTE C. 

SUR LE CÔNE DE MÂLUS. 

Imaginons un ensemble de droites liées aux divers points 
de Tespace par une loi telle que chaque point de l'espace 
serve d'origine à une de ces droites et que, réciproque- 
ment, sur chaque droite de l'ensemble se trouve un poinl lui 
servant d'origine. Il est aisé de voir qu'un tel ensemble de 
droites forme un complexe. En effet, celles de ces droites 
dont l'origine est dans un plan, pris arbitrairement, forment 
une congruence; car elles sont soumises à deux conditions 
simples; et les diverses congruences obtenues de la sorte, 
en déplaçant le plan parallèlement à lui-même, appartiennent 
à un même complexe, qui comprend l'ensemble des droites 
considérées. 

Ceci posé, nous allons démontrer un important théorème, 
dû à Malus (*), que l'on peut énoncer ainsi : 

Etant donné un ensemble de droiteSy telles que la direction 

( *) Traité dC Optique, — Voir aussi le XI V* Cahier du Journal de l'École 
Polytechnique. 
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de chacune déciles est déterminée par le point qui lui sert d'o- 
rigincy le cône^ dit cône de Malus, lieu des droites suivant 
lesquelles un point quelconque doit se déplacer^ pour que la 
droite de V ensemble dont ce 'point est V origine rencontre 
cette même droite dans sa position infiniment voisine^ est un 
cône du second degré . 

11 suffira de montrer que, dans un plan quelconque m pas- 
sant par le point o considéré, il existe deux droites issues de o, 
qui satisfont aux conditions de Ténoncé. Considérons, à cet 
effet, parmi les droites de l'ensemble, celles dont Torigine est 
dans le plan w : elles forment une congruence, dont fait partie 
la droite D de Fensemble ayant le point o pour origine. Or, 
d'après un théorème de Monge (n° 81), il existe, dans celte 
congruence, deux droites infiniment voisines de D qui ren- 
contrent cette droite. Les traces sur le plan cj des plans passant 
respectivement par D et par ces deux droites infiniment voi- 
sines sont les intersections de ce plan avec le cône de Malus, 
qui a pour sommet le point o. Donc ce cône est du second 
degré. 

Deux remarques sont à faire au sujet de cette démonstra- 
tion. Tout d'abord, nous avons supposé qu'une seule droite 
de l'ensemble passait par un point o quelconque. S'il y en 
avait plusieurs, il y aurait autant de cônes de Malus, ayant 
leur sommet en o, qu'il y aurait de pareilles droites. 

En second lieu, on peut observer qu'un ensemble de 
droites, tel que le définit Malus, peut, dans certains cas, se 
réduire à une congruence. C'est ce qui se produit, lorsque les 
divers points d'une quelconque des droites du système 
peuvent indifféremment lui servir d'origine. En ce cas, cha- 
cun des cônes de Malus se réduit à un système de deux plans, 
à savoir le système des deux plans focaux de la droite corres- 
pondante de la congruence. 

M. Kœnigs, dans une thèse remarquable sur les propriétés 
infinitésimales de l'espace réglé (année 1882), a fait ressortir 
le rôle fondamental du cône de Malus dans cette théorie. 
Nous devons nous borner ici à cette indication. 

FIN. 
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